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1 Abstract

I det hér dokumentet tar vi som utgangspunkt rationell aritmetik: grundlaggande
kunskaper om ridkning med de rationella talen (med heltal, brak och decimal-
tal).

I den matematik som normalt studeras — i grundskola eller pa gymnasium, uni-
versitet eller teknisk hogskola — kan ett tal vara icke-rationellt av tva anledningar:
Den ena mojligheten ar att det ar ett reellt tal som ar irrationellt, som man sager.
Exempel pa irrationella tal &r v/2 och 7. Den andra mojligheten &r att det &r ett

komplext tal, pa vilket exempel ar talet 3 + 4s.

De reella talen kan upplevas som nagonting mer problematiskt, undflyende och
oklart jamfort med dem som samlas under termen 'rationellt tal’. Detta &r inte alls
nagon ovanlig upplevelse for den som studerar matematik, dven pa hogskoleniva.
Att det reella talbegreppet kan upplevas som mer forvirrande tror jag kan bero pa
olika saker. En kan vara att man gor olika forvéaxlingar mellan reellt tal, decimaltal
och decimalutveckling — detta &r tre skilda saker. Det mest patagligt forvirrande

momentet ar nog férekomsten av de sa kallade ’irrationella talen’.

Syftet med det hiar dokumentet dr dels att paminna om och sammanstélla de
grundlaggande begrepp, regler och allmédnna idéer som man behéver i det praktiska
arbetet med matematikens reella tal, och dels att efter bésta formaga i nagon man
reda ut begreppen och na storre klarhet. Pa grund av det har talbegreppets relativa
komplexitet ar det har artikeln avsevart tjockare &n de ovriga artiklar som ingar i

portfoljen Den forsta matematiken.



2 De reella talen: talsymbolernas analytiska hant-

verk

2.1 Sararten hos olika slags fragor

Det finns olika sorters fragor rorande de reella talen. En del av dessa fragor har inte
nagot helt okontroversiellt svar. Vissa fragestéllningar, eller punkter av upplevd
oklarhet, leder 6ver till matematikfilosofin. Exempel pa sadana mer kontroversiella

fragestallningar med tentakler till filosofin &r:
"Vad &r ett irrationellt tal, egentligen?”

"Hur vet man att den och den kvadratroten (decimalsummefoljden,

gransvardet) alls existerar?”
"Vad ar definitionen av ett reellt tal?”

"Vad &r en verkligt logiskt stringent, rigoros, framstéallning av de reella

talens kalkyl och matematisk analys?”

"Vilken logisk status har de méangdteoretiska konstruktionerna av de

reella talen?”

"Vilken status har formell logik, méngdléra och 6verhuvudtaget axio-

matiskt tdnkande i relation till matematiken som helhet?”

Jag betraktar det darfor som lampligt att forlagga dessa och liknande fragestéll-
ningar till andra sammanhang, och i denna text endast erbjuda lésaren forslag pa

fortsatt och fordjupande ldsning.

Det rader inte nagon sjalvklar enighet betréiffande precis alla fragor om matema-
tiken — inte ens bland matematiker. En del matematiker (och filosofer) har sina
svar pa fragorna, men samtidigt finns det andra matematiker (filosofer) som inte
vore beredda att halla med, och ytterligare de som inte kinner sig sa siakra. Déar
den ene kianner sig tillfredsstélld med ett svar, ar det inte garanterat att den andre

ocksa gor det.

Ar denna omsténdighet nagot att forvanas 6ver? Jag skulle nog svara att det inte
alls &r nagot att hapna Gver, bara déarfor att vi har att géra med matematik. Sa dér
ar det ju med de allra flesta teoretiska verksamheter; matematiken ar inkluderad.
Det dr om man klanger fast vid en viss bild och haller sig med vissa férvantningar

pa hur verkligheten borde vara, som det har blir till nagot problem.



— Déremot rader inte nagon stérre oenighet om hur man ska handskas med de
reella talen ¢ praktiken, narmare bestamt sasom verktyg inom olika arbetsomraden,
genom tillampningarna inom &mnen sasom ekonomi, fysik och kemi, och &ven inom
lejonparten av den rent matematiska forskningen. Det ar verkligen en otvivelaktig,

definitiv, karakteristisk sanning om dmnet:

I praktiken rader en oerhort hog och pafallande grad av konsensus betrdiffande ma-
tematiken och dess tillimpning, kring fragor stdllda savdl inom dmnet som omkring
det.

Det vi ska gora i den Oversiktliga framstéallning som ges hér ar darfor egentligen
bara att pa ett tydligt och precist siatt formulera de praktiska regler for opererandet
med reella tal som géller inom savial matematiken — som den normalt lars ut
och utovas pa universitet och teknisk hogskola — som inom naturvetenskaplig
forskning, ekonomi och ingenjoérskonst. Vi ska alltsa fastsla gdllande prazis. Detta
ger lasaren det sdkerhetsbdlte han eller hon behover i arbetet med att lara sig och

anvanda matematik, och kanske till och med utveckla ny matematik.

Det handlar alltsa inte om att matematiken pa nagot séatt skulle befinna sig i gung-
ning, i nagon allvarlig "grundvalskris”, bara darfor att vi konstaterar att det vid
sidan om den pafallande graden av praktisk konsensus, existerar fragestéllningar
déar det inte forhaller sig pa det séttet. Ett annat enkelt exempel: det rader fullstan-
dig konsensus betraffande fragan "Vad dr summan av 5 och 77”7 eller "Om jag har
fem &pplen i en lada och sju i en annan, hur manga har jag totalt?”; men knappast
nagon konsensus vad géller fragan "Vilken logisk status har satsen '5+7 = 12’ i
forhallande till den naturliga verkligheten? Ar det en sorts absolut sanning inristad
som det vore pa eteriska stenar i evigheten, eller &r det mer nagonting analogt med
en ménsklig 6verenskommelse betriffande hur vi ska rikna? Ar det ett axiom, en

definition, ett teorem? —”

Det finns alltsd manga (mer eller mindre) precisa saker man kan séga om ’de reella
talen’, som alla matematiskt kompetenta personer skulle vara Gverens om, utan
att darmed forutsiatta nagot sadant som en standardiserad definition, som skulle
vara analog med definitionen av exempelvis ett primtal. Ibland visar det sig ock-
sa vardefullt for forstaelsen att anknyta den undervisande framstéllningen till en
liten smula begreppshistoria. De vidare matematikfilosofiska, logisk—begreppsliga
fragestéllningar som kan uppsta hos en del studenter férlagges till fortsatta texter
och andra forfattares verk, med forslag pa vidare ldsning. Hér finns fragor som
knappast kan avhandlas fullstdndigt i ett dokument av den hér ringa omfattning-

en.



2.2 Det reella talomradet R: rationella och irrationella

2.2.1 Newtons beskrivning av det reella talet som bestdmning av kvan-
titet och det abstraherade storleksforhallandet

Under tiden for den naturvetenskapliga revolutionen ger Newton i sin skrift Uni-
versal Arithmetick en beskrivning av engelskans number, vars allménna idé eller
konception héar motsvarar den samtida matematikens term ’reellt tal’, pa féljande
satt:

Med ett tal forstar vi, inte s& mycket en given mangfald av enheter, utan
snarare det abstraherade storleksforhdllandet [eng. orig. the abstracted ratio|
mellan en viss storhet och en annan bestdmd storhet horande till samma
sort [kategori, dimension, min anm.|, dar vi later den senare fungera som
var enhet. Och dessa tal ar av tre typer; heltal, brak, och irrationellt: Ett
heltal ar det som mdter en storhet av ett helt antal enheter, ett brak det
som mater ett visst antal andelar av enheten, och ett irrationellt tal det som

miéter nagot i jamforelse med vilket enheten Ar inkommensurabel.!

Newtons beskrivning har starka beréringspunkter med fysikens begrepp storhet —
motsvarande den samtida engelskans physical quantity —, vilket ar nagot som later
sig méatas, varvid man uppger métetal och enhet. Exempel pa fysikaliska storheter
ar langd, tid, massa, temperatur och energi. En hel del matematiker skulle beskriva
den har newtonsk—cartesianska konceptionen, som vi kunde vélja att kalla den, for
"den intuitiva idéen” bakom begreppsbildningen reellt tal. Den ger namligen bade
grundritningen for tallinjen och koordinatsystemet, och ar viktig att ha grepp om

i matematisk problemlosning och modellering (inom fysik, kemi, etc).

Lat oss for tydlighetens skull analysera Newtons beskrivning i ett antal punk-
ter:

1. Ett satt att uppfatta det reella talet &r som sjélva det abstraherade storleksférhallande
som det ar mojligt for en storhet och en annan storhet som tillhér samma kategori att
sta i till varandra, till exempel tvé langder, tva areor, tva vikter, tva tidsintervall.

2. Vi kan forestélla oss att en storhet av en given kategori fixeras och far fungera som

enheten, svarande mot talet 1.

3. Ett tal kan da vara av tre arter: heltal, brak eller irrationellt.

saac Newton, Universal Arithmetick, kap. 1 ("Notation™), artikel I. Min &verséttning fran den
engelska utgavan fran 1768. Samtliga kursiveringar dr mina tilligg, vars syfte &r att lyfta fram
den newtonska konceptionens komponenter: abstraherat storleksférhallande, kategori/dimension,
enhet, tre typer av tal och talet som det som méter snarare dn det matta. I det engelska originalet
heter irrationellt tal "surd”.



4. Heltalen svarar mot en méangfald hela enheter.
5. Braken svarar mot en mangfald delar av en hel enhet.

6. Irrationella tal svarar mot de storheter som &r inkommensurabla med enheten (men

som fortfarande &r av samma kategori).

Som vi ser foljer den vanliga tallinjens konstruktion Newtons rekommendationer.?

Vid sidan om geometrin kan kategorin av storheter vara fysikalisk. Tag som ex-
empel kategorin vikt eller massa. Da ar kilogramprototypen i Paris ett exempel
pa fixering av enheten 1. Varje annan vikt, om vi foljer Newtons tankespar, &r
en storhet som ligger inom samma kategori som kilogramprototypen och later sig
ddarmed jamforas med denna. Det &ar verkligen sa man resonerar i klassisk fysik.
Genom métning av en viss vikt pa en vag (kalibrerad for kilogram) erhalles méat-
tet pa viktens storlek som ett métetal i enheten kilogram, exempelvis "m = 4,5
kg”.

Matematikens vidaste talbegrepp for bestamning av kvantitet heter alltsa de reella

talen. Sedan Aristoteles skiljer man mellan:

kontinuerlig kvantitet: kvantitet i betydelsen storleken eller magnituden
av nagot som kan ténkas variera éver en kontinuerlig skala, till exempel

méngden vatten i en regntunna métt i enheten liter;

diskret kvantitet: kvantitet i betydelsen antalet av nagot, till exempel

antalet tdnder 1 munnen.

Inom matematiken och vetenskapen tdnker man normalt som sa att svaret pa en
fraga av dessa och liknande slag ar eller kan representeras av nagot reellt tal:

A: ”Hur manga stolar far plats i det rummet? Vi behover atminstone fa in 20 pers.” —

B: "Det far plats minst 35 stolar, inga problem.”
A: "Hur manga deciliter vatten behdvs till bréddegen?” — B: 72,5 deciliter”

A: "Hur manga kilometer ar det fran Stockholm till Uppsala?’ — B: ”Cirka 71 km via
E4:an”

A: "Hur hogt ar triadet jamfort med bjornen som stér bredvid det?” — B: "Om jag

méter med linjal far jag att tradet ar 7,3 ganger sa hégt som bjérnen.”

A: "Hur stor dr diagonalen i en kvadrat jaimfort med sidan?” — B: "Diagonalen &ar

kvadratroten ur tva ganger storre dn sidan”

A:7Hur stor dr omkretsen av en cirkel jamfért med diametern?” — B: ”Pi ganger storre”

284 kallade "negativa tal” tycks inte uppfattas som en speciell typ av tal, i betydelsen ett matt
pé det kvantitativa forhallandet mellan mojliga storheter, utan som en teknisk anordning, ett
visst sitt att gora bruk av tal.



A: "Hur manga kilogram véager blyklumpen?” — B: 74,53 kg enligt vagen”
"Vad &r temperaturen inne i kylskapet fem minuter efter att det blivit paslaget?”
"Hur méanga varv ror sig Jorden kring sin egen axel pa ett ar?”

"Hur lang tid tar det for ljuset att fardas fran Solen till Jordens yta (métt med en

klocka pa jorden)?”

Denna tankegang utgor en wvdgledande princip for matematisk modellering av fysi-
kaliska situationer, sdsom temperaturens variation 6ver tid vid paslagning/avstangning
av ett kylskap eller hojden hos ett foremal som faller mot jordytan. Dér later man
typiskt temperaturen representeras av nagon reell variabel T' och héjden av en

variabel h eller kanske y.

Om man foljer den newtonsk—cartesianska konceptionen om ett reellt tal sa kan

man alltsa sédga sahar:

Det reella talet uppfattas hdar som det abstraherade storleksforhallande, med hjdlp
av vilket forhallandet mellan tvd givna storheter horande till samma kategori, di-
mension ldater sig anges, uttryckas, matas. Talet ar alltsa 'mattet’ och inte ‘det

mdtta’.

Det vill sdga, det avser sjilva forhallandet utan hénsyn till nagon specifik enhet.
Om en stav ar 4,5 meter lang, sa ar storleksforhallandet mellan staven och en
meterlinjal 4,5:1. Samma storleksférhallande 4,5:1 skulle dock kunna rada mellan
en viss vikt och kilogramprototypen, i vilket fall vikten skulle ha massan 4,5 kg.
Det reella talet ’4,5” dr har en symbol som i sin roll abstraherar fran specifika
omstandigheter, fran specifika fysikaliska eller geometriska storheter, enheter eller

kategorier av storheter.

Denna allménna idé om det reella talets roll ar precis lika viktig idag pa 2000
talet i studier och forskning i matematik och vetenskap som pa Newtons tid (pa
universitet och hégskola likavil som for undervisningen i grundskola och gymnasi-

um).

2.2.2 Tallinjen som representation av de reella talen

I nagra samtida uppslagsverk av typen encyklopedi ldser man foljande beskriv-

ningar® av ’de reella talen’, i jimforelse med och kontrast till Newtons:

3Fran 16 september 2015.



"Reellt tal, tal som kan askadliggéras som punkter pa en tallinje.” —

Nationalencyklopedien

"De reella talen ar de tal som man vanligtvis menar med tal. De kan
beskrivas som alla punkter pa en kontinuerlig linje, utan att det finns

glapp mellan talen i linjen.” — Wikipedia (svenska)

"In mathematics, a real number is a value that represents a quantity

along a continuous line.” — Wikipedia (engelska)

Det hér siattet att beskriva de reella talen bygger alltsa pa tallinjen som visuell,

bildméssig form for representationen av de reella talen.

[ figur 1 visas en tallinje: idéen &r att en given striacka/punkt pa tallinjen motsvarar
det reella tal som 'méter’ storleksforhallande och placering i forhallande till origo
jamfort med en pa tallinjen fixerad ’'langdenhet’. Denna idé ar som vi ser helt i lin-
je med Newtons beskrivning av number. Den hér bilden som tallinjen erbjuder ar
valdigt anvindbar — eller nédvandig — i samband med probleml6sning och model-
lering. Inte minst ar den ett vardefullt verktyg i matematikundervisning. Tallinjer

fungerar som axlar for koordinatsystem, i analytisk geometri exempelvis.

En anledning till att tallinjen fungerar utmérkt som tankeverktyg for arbetet med
reella tal ar att braken, det vill sdga alla rationella tal, later sig representeras pa
tallinjen. Man talar ocksa om den tallinje som endast innehaller alla brak, positiva

och negativa, som “den rationella tallinjen”.

O E P

LU Illl]lllllllllllllllll

~] -0,5 0 0,5 1 1,4

Figur 1: Tallinjen eller “tallinjalen”. Punkten O kallas origo och strackan OF &r enheten,
motsvarande talet 1. Punkter pa tallinjen till h6ger om origo motsvarar positiva reella tal
och punkter till viinster negativa reella tal. Strickan O P motsvarar talet 1,4 eftersom OP
ar 1,41 jamforelse med OFE. Storleksforhallandet mellan OP och OF &r 1,4 (14 10-delar).

Sjélva principskissen for tallinjens konstruktion ser ut sahér:

1. En punkt O pa tallinjen motsvarar talet 0 och kallas for origo.

2. En stracka OF fixeras och far fungera som enhet pa tallinjen. Strackan O E motsvarar
alltsa talet 1.

3. En given stricka O P motsvarar nu ett tal som anger storleksforhallandet (proportio-

nen) mellan strickan OP och enheten OF. (I geometrin tédnker man som sa att detta
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Figur 2: En vanlig fysisk linjal av plast.

reella tal dr lingden av strackan OP.)
4. Tilldgget dr att det tal som OP motsvarar ocksa far ett tecken +/— beroende pa

vilken sida om origo punkten P ligger. Riktningen fran origo till punkten £ motsvarar

positiva tal och motsatt riktning fran origo negativa tal.

Dér dr konstruktionen féardig.

Som vi ser av figuren ar grundritningen {or tallinjen en vanlig graderad linjal av
trd, metall, plast, med mera. Istéllet for tallinjen skulle man ocksa kunna siga
“tallinjalen”. Detta ar inte gédngse sprakbruk, men jag tycker det &ar ett bra ord:
lasaren har sikert haft erfarenhet av att jobba med fysiska linjaler, men inte med
en "oandligt lang rat linje utan bredd”. I likhet med en fysisk linjal kan man ténka
pa tallinjalen som en matematisk linjal, som i tanken kan forlingas precis hur
langt man vill. Egentligen spelar det ingen roll vilken av de tva bilderna man
anvéinder, sa lange de anvands pa samma sétt och ar till hjalp for en i arbetet med

matematiken.

Det kan vara véirt att understryka att ett reellt tal (naturligtvis) inte &r samma sak
som en striacka eller punkt pa en tallinje, men att tallinjen utgor en representation
av ett talbegrepp. En given stricka pa tallinjen motsvarar, representerar det reella
tal som sa att séiga uttrycker just det abstraherade storleksférhallande som stréackan

star 11 forhallande till enhetsstrackan.

Inom euklidisk (klassisk) geometri, som den ldrs ut och utévas idag, tdnker man
sig ocksa att varje geometrisk stréicka eller punkt pa tallinjen motsvaras av ett och
endast ett reellt tal, vilket &r utgangspunkten for koordinatsystemet. I modernise-
rade axiomatiska framstéallningar av geometrin formuleras denna regel inte séllan

explicit som ett av axiomen.
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2.2.3 Rationella tal och decimaltal

Ett tal séges vara rationellt om det later sig uttryckas exakt som ett enda brak

a b—delar. Man séger ocksa: om det later sig skrivas som ett brak.

Brak ar det som alltid och utan undantag kommer till anvédndning i samband med
faktisk, empirisk métning av storheter i hantverk, naturvetenskap, ingenjorskonst,

med mera.

Tva brak som uttrycker precis lika mycket av en och samma delbara helhet iden-
tifieras under likhetstecknet och betraktas som uttryck, som representanter,

for samma rationella tal. Sa kan vi till exempel skriva:

Detta att tva brak ’har samma véirde’ kan forklaras pa tva med varandra samman-

héngande sétt:

— det ena braket kan forlangas sa att det blir exakt samma brak som

det andra; eller

— de tva braken uttrycker precis lika mycket, lika stor méngd av en
given enhet (delbar helhet, delbarhet)

1 3—del av en meter dr precis lika mycket som 2 6-delar av en meter (eller pann-
kaka eller nagot). Vi ser ocksa hur 1 3—del kan forldngas till 2 6-delar genom att

multiplicera med 2 i brakets bégge led (ndmnare och téljare):

1 1.2 2

3 3.2 6
Exempel 1. Alla dessa tre tal ér rationella:

7 8/5 1,618

Heltalet 7 #r rationellt, eftersom det kan identifieras med braket 7 hela’. Atta
femtedelar ar ju ett brak, och darfor rationellt. Decimaltalet 1,618 kan ocksa skrivas
som braket 1618 1000-delar. [J

Det kan vara bra att formulera definitionen av rationellt tal i formen av en mate-

matisk sats:

[1] Ett tal dr rationellt om och endast om det kan uttryckas exakt som ett enda
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brak.

Exempel 1 &r en paminnelse om att varje decimaltal i sjélva verket ar en speciell
typ av brak: det ar ett brak som kan uttryckas som summan av si och sa manga
tiondelar, hundradelar, och sa vidare. Ett annat och &ldre ord for decimaltal &ar
av denna anledning “decimalbrik”. Daremot géller inte det omvéinda: inte varje

rationellt tal ar ett decimaltal.

Exempel 2. Tag som exempel braket 1/3. En tredjedel kan approximeras med
decimaltal men inte uttryckas exakt som ett enda decimaltal. Det géller exempelvis
att

% ~ 0,3333333

men 1/3 &r inte exakt lika med 0,3333333. (Multiplicerar vi hogerledet med 3 far
vi 0,9999999, ett tal strangt talat mindre &n 1.) OJ

Lat oss understryka dessa tva viktiga faktum genom att sétta dem pa display som

en matematisk sats:

[2] Varje decimaltal (decimalbrak) dr ett rationellt tal; det kan uttryckas som ett
enda brak. Ddremot dar inte varje rationellt tal ett dectmaltal.

Det finns gott om brak som inte kan uttryckas exakt som ett enda decimaltal. Med
méngdlarans sprak skulle man siga att decimaltalen utgér en dkta delméngd av

de rationella talen.

2.2.4 Irrationella tal och inkommensurabla storheter

Hur kommer det sig da att man i matematiken har upplevt ett behov (eller sett
sig tvingad) att infora ytterligare ett talomrade de reella talen, som ocksé i nagon
mening motsvaras av tallinjen, men som dnda ar mer omfattande &n de rationella

talen?

— Matematiker i det antika Grekland (pythagoréerna) trodde faktiskt linge att
precis alla kvantiteter, eller storleksforhallanden mellan storheter, i princip var
mojliga att uttrycka exakt som forhéllanden mellan heltal (det vill sdga som brak).
Det kom som en mycket stor 6verraskning (som en skandal till och med) nér man
gjorde den upptéackten att diagonalen och sidan i en geometrisk kvadrat inte kan
uttryckas exakt som ett enda brak — atminstone i en matematisk mening av orden
‘exakt’ och "upptéackt’. Ett annat sétt att beskriva det har epokgérande momentet

i vetenskapens och filosofins historia vore kanske foljande:
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Matematikerna i det antika Grekland gjorde nagon gang den upptdckten, att forhal-
landet mellan vissa geometriska storheter (sasom diagonalen och sidan i en kvadrat
och det gyllene snittet) inte later sig analyseras pa ett andligt sdtt i formen av ett

enda brak.

Déremot har det (savitt jag vet) aldrig varit ndgon matematiker som har pastatt
att forhallandet inte later sig approximeras med brak, och det utan nagon given
grans for finheten i ndrmevérde. Det man verkligen kan gora i matematiken &r
alltsa att approximera storleksforhallandet mellan diagonalen och sidan med nér-
mevérden, i princip hur néra som helst, men aldrig sa att felet i ndrmevéarde blir
exakt lika med noll. Kalla storleksforhallandet mellan diagonalen d och sidan s for
F (se figur 3). Héar ar nagra exempel pa approximationer av, ndrmevérden till F

genom en successivt finare foljd av decimaltal:

F=1,5
F =141
F=~1414
F ~1,4142

Och s& vidare.

Figur 3: Diagonalen och sidan i en kvadrat dr inkommensurabla. Kalla storleksférhallan-
det mellan diagonalen d och sidan s for F'. Da finns det inget brak som exakt uttrycker
F.

De grekiska matematikerna kom dérfor att dela in par av geometriska storheter i
sddana som dr kommensurabla ("jamforbara”) och sddana som ér inkommen-
surabla ("ojamforbara”). Diagonalen och sidan i kvadraten utgor exempel pa in-
kommensurabla storheter. Storleksforhallandet mellan kommensurabla storheter
gar att uttrycka exakt med ett enda brak. Storleksférhallandet mellan inkommen-

surabla storheter gar endast att approximera med brak.
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Exempel 3. (a) Omkretsen och sidan i en kvadrat & kommensurabla storheter.
Storleksfoérhallandet mellan omkretsen och sidan &r fyra till ett (4:1). Det betyder

att omkretsen ar lika stor som 4 hela av sidan.

(b) Strackan OP och striackan OF i figur 1 &r kommensurabla. Storleksférhallandet
mellan OP och OF ar 1,4. Det dr samma sak som att sdga att OP ar 14 tiondelar
av OF. O

De grekiska matematikerna hade inget allmént talbegrepp som motsvarar var mo-
derna matematiks ‘reellt tal’ eller ’irrationellt tal’. Som ett abstrakt aritmetiskt
talbegrepp upptriader de reella talen i samband med decimalsystemets framtré-
dande pa den europeiska scenen och ungefér vid tiden for den naturvetenskapliga
revolutionen. Den tanken forefaller oss dock inte langsokt att storleksforhallan-
det mellan diagonalen och sidan borde upptriada som ett av talen pa tallinjen,
eftersom vi kunde vélja sidan i kvadraten som enheten 1 och déarefter lagga dia-
gonalen at hoger utmed tallinjen (detta kan konstruktivt enkelt utféras med hjalp

av en passare).

Det reella tal som enligt modern matematik motsvarar storleksférhallandet mellan
diagonalen och sidan i en geometrisk kvadrat kidnner vi igen som kvadratroten ur

tva, med matematisk notation

V2

Detta tal kdnnetecknas (bland annat) av egenskapen att produkten av roten ur

tva med sig sjalvt ar lika med tva:
V2.2 =(V2)? =2

I larobockerna r talet v/2 det vanliga exemplet pa ett reellt tal som inte &r ratio-
nellt, utan som man séager "irrationellt”. Det finns alltsa inget brak vars kvadrat &r
exakt lika med 2. Det klassiska beviset for att det férhaller sig sa ges bland annat

i artikeln Kvadratroten ur tva eller diagonalen och sidan i en kvadrat.

Ett reellt tal sdges overhuvudtaget vara irrationellt om det inte ar rationellt,
vilket implicerar att det (i en matematisk bemérkelse) inte later sig uttryckas helt

exakt som ett enda brak.

Exempel 4. Har ar nagra typiska exempel pa irrationella tal:
\/§7 \/§’ \/57 ﬁ? 7r7 ()07 €

Talet ¢ (grekiskans lilla fi) ar det gyllene snittet. Langst till hoger i listan finner
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vi talet e, som ar en mycket viktig matematisk konstant som kommer till anvind-

ning inom den matematiska analysen, ett av naturvetenskapens framsta verktyg.

O

Déaremot kan varje irrationellt tal entydigt approximeras med brak — sasom de-
cimaltal — till varje given noggrannhet, sa lange felet tillats vara atminstone lite
storre &n noll. Att approximationen sker entydigt innebér att man inte kan finna
tva ndrmevérden till det irrationella talet som ligger inom disjunkta (atskilda) in-
tervall pa den rationella tallinjen. Detta ar ocksa ett praktiskt viktigt faktum om

var matematik som fortjanar att understrykas:

[3] Varje irrationellt tal kan pa ett entydigt satt approzimeras med brik (sisom
decimaltal) till varje given noggrannhet, atminstone sa linge felgransen € dar

ndgot storre an noll.

Detta betyder, atminstone teoretiskt sett, att om a ar ett irrationellt tal och vi
exempelvis viljer noggrannheten, felgrinsen ¢ = 1075 = 0,000001 (en miljondel),
sa finns det minst ett rationellt tal ¢ som ligger inom ett avstand av en miljondel
fran a; och pa samma sétt med varje annan felgréns vi kunde vélja, om det sa vore

£ = 1(~1000000000000 (&) hiljondel) eller & = 10710,

For praktiska syften récker det dock (for det mesta) gott och vil med en approx-
imation av en given irrationell talsymbol till nagra fa decimaler. Aven i de mest
sofistikerade teknologiska och naturvetenskapliga sammanhang anvénds garanterat
aldrig mer an 50 decimaler till 7w, for att ta ett viktigt exempel. NASA anviander
som mest 16 decimaler for sitt rymdprogram och GPS (Global Positioning System)
for ortsbestdmning pa jordytan med hjalp av satelliter. Vid precisionsbestdmning
av fundamentala fysikaliska konstanter gors berdkningarna med 32 decimaler till
7. Det finns alltsa i praktiken aldrig nagot behov av nagot sadant som en "oandlig
foljd av decimaler” efter decimalkommat. Och omvént finns naturligtvis de prak-

tiska begransningar som den tekniska utrustningen sétter.

2.2.5 Mangdlarans beteckningar for talomraden
Lat oss paminna oss om den géngse notationen for de olika talomraden vi har ror
oss med.

Vanligtvis betecknas mangden av rationella tal med Q och mingden av reella

tal med tecknet R i matematiken.

De rationella talen utgor en delméngd av méngden av reella tal. Med méangdlarans
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notation:

QCR

Mangden av decimaltal kan vi vilja att beteckna D. Vad jag vet finns ingen
standardiserad notation for denna talméngd. Decimaltalen bildar, som vi konsta-
terat i sats [2], en dkta delmdingd av méangden av rationella tal. Med méngdlarans

skrivsatt:
DcCcQ

Dessutom géller att de rationella talen bildar en dkta delméngd av méngden av

reella tal:

QcCR

Det finns, som sagt, reella tal som inte ar rationella, som inte kan uttryckas exakt

som ett enda brak.

Méangden av irrationella tal betecknas ibland Irr, men man kan ocksa anvinda

mangdlarans symbolsprak och skriva denna mangd som en méangddifferens:

R\ Q

Sammanfattningsvis:

DCcQCR

2.3 Den reella talsymbolen och approximationens principskiss

Fran och med det hér avsnittet 6vergar vi till en mer modern och formell forstaelse

av vad ett 'reellt tal” &r for nagot.

Forutom 'reella tal’ kommer vi ocksa att tala om ’reella talsymboler’. Vad &r
egentligen skillnaden och relationen mellan begreppet om ett tal respektive en
talsymbol? Detta kan vara en mycket fruktbar fragestédllning, bade i arbetet med
att ldra sig och komma till en forstaelse av matematiken, i matematikundervisning
och i filosofin. Vi aterkommer till den hér fragan i andra sammanhang och litegrann
i kommentarerna. Sahér kortfattat skulle jag vilja siga att sambandet ar mycket
intimt; ndmligen, om man foérstar ordet symbol pa riktigt sétt, och inte bara som

en speciell beteckning, som en viss sorts grafisk eller akustisk gestalt.

16



2.3.1 Reella talsymboler: konstanter respektive variabler

Reella talsymboler faller i tva exklusiva huvudkategorier: de ar antingen kon-
stanter, konstantsymboler, eller variabler, variabelsymboler. Reella vari-
abelsymboler brukar ofta betecknas a,b,c... eller x,y, 2 ..., men i stort sett alla
bokstéaver ur det latinska eller grekiska alfabetet anvinds. Exempel pa reella kon-
stantsymboler som ar rationella ar 1, 2, %, —8 och 3.1415926. Exempel pa reella
konstantsymboler som #r irrationella &r v/2, /3, m, talet e och ¢, det gyllene
snittet "fi”. Konstantsymbolerna har ofta speciella, internationellt standardiserade
beteckningar. 1 figur 4 visas en tabell 6ver nagra reella konstantsymboler, utover

vanliga beteckningssétt for rationella tal.

Visentliga skillnader mellan en variabelsymbol och en konstantsymbol kan beskri-
vas pa foljande sitt. Vad betréffar konstantsymbolen v/2 &r det exempelvis mojligt

att sdga saker som:
”\/2 &r mindre #n 27
/2 &r pa ett ungefir 1,417
"\/2 #r definitivt stérre #n 17

Diremot finns det inget brak for vilket man kan siga ”v/2 &r precis p ¢-delar”,
eftersom kvadratroten ur tva ar ett icke-rationellt reellt tal. Vad betraffar till
exempel tecknen a och b anvinda som reella variabelsymboler &r det mojligt att

sdga saker som
" Antag att a ar storre an 107
"Om a &r storre &n 2, sa ar a i kvadrat storre an 47
"For alla a och b géller att a - b = b - a (kommutativitet)”

Déremot gar det inte att sdga vilka virden a och b har eller ungefar har eller
till si och sa manga decimaler — helt enkelt darfér att det dr variabler och inte

konstanter.

Jamfor detta med att sdga "Antag att en medborgare Alfa ar dldre &n 18 ar gam-
mal. I sa fall ar det tillatet att ..., men inte tillatet att ...” Beteckningen "Alfa”
ar har helt jamforbar med en talvariabel. Det ar forstas inte mojligt att sdga hur
gammal Alfa &r. Man kunde lika girna ha sagt "Antag istéllet att Alfa ar dldre dn
21 ar. I'sa fall ...”
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Symboltyp Exempel

Heltal -3 -2 -10123
Brak % 4/5 —%
Decimaltal 1,618 —5,3 0.00001

n—Rotter \/§ \/§ \/5 v10 \5/%

Potenser 315 1999217/280  (4/7)29/3 ¢4
Speciella konstanter T e
Logaritmvérden log(45344) In(5e!'%-22)

Trigonometriska funktionsvéirden | sin(45°) cos(7/3) tan(33°)

Elementéara operationer 4451 6—+2 25

Figur 4: De vanligaste typerna av reella konstantsymboler i matematiken upp till och
med inledande kurser pa universitetsniva. Dessa typer av symboler visar sig mycket ofta
vara av den icke-rationella arten.
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2.3.2 Approximationsprincipen for R

Varje reellt tal dr inom matematiken accepterad som en talsymbol som anting-

en:
(1) kan uttryckas exakt som ett enda brik, eller

(i) entydigt kan approzimeras med brik inom varje given felgrins storre dn noll
(dock inte uttryckas helt exakt som ett enda brik).

[ fall (i) géller talar man om ett rationellt tal; detta kdnner vi igen som standard-
definitionen. I fall (ii) talar man om ett irrationellt tal. Man skulle ocksa kunna
uttrycka det sa att ett irrationellt tal ar ett tal som inte later sig analyseras pa ett
andligt satt i formen av ett enda brak, dock approximeras med brak. Vad detta
med mojligheten av att approximera, felgrans, och sa vidare, innebér kommer att

fortydligas langre fram i dokumentet.

— Detta faktum om var matematik ar i det hir sammanhanget det kanske mest
slaende exemplet pa ett konstaterande betriaffande de reella talen, som jag tror
att faktiskt alla praktiserande naturvetare och ingenjorer och &ven (flertalet) ma-
tematiker vore fullt beredda att instdmma i. Notera att vi i det ovan sagda inte
ger en definition av reellt tal, men vi sdger nagot vésentligt eller karakteristiskt
betréiffande termens anvindning i matematiken och dess tillimpning pa "real world

problems”.

Den gingse definitionen av ett irrationellt tal &r att det &r "Ett reellt tal som inte
gar att uttrycka exakt som ett enda brak”, som alltsa inte &r rationellt. Det finns
inte nagon darmed jamforbar allmént vedertagen definition av ordet 'reellt tal’ i
sin tur. Ett sétt att med breda penseldrag kidnneteckna de reella talen vore dock
att sdga att det ar "ett tal som kan approximeras med brak till vilken noggrannhet
som helst, dock sa linge felet i ndrmevérde tillats vara atminstone lite storre an

noll”.

Det ligger néra till hands att uppfatta detta som nagot av ett definitionsforslag.
Uppfattat pa det viset tdcker det namligen saval fall (i) som fall (ii). Om talet kan
uttryckas exakt som ett enda brak sa ar det basta ndrmevirdet helt enkelt detta
rationella tal och felet i ndrmevérde ar precis hela tiden lika med noll — "approx-
imationen ar perfekt” kunde man da sidga. Display [4] har patagliga lingvistiska
likheter med den sedvanliga definitionen av rationellt tal i larobockerna. Dessutom
téacker det det vanligaste sittet att gora approximationer till reella tal (i synnerhet

i samband med numeriska berdkningar pa dator, minirdknare eller annan kalkyla-
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tor), vilket 4r med nérmevérden som &r decimaltal, som ju utgor en speciell sorts
brak. Men formulering [4] undviker samtidigt den invéindning mot att alltfor starkt
identifiera det reella talet med decimaltalsapproximation, som kunde formuleras
sahar: "Varfor just decimalutveckling och inte, till exempel, bindrutveckling? Vad

ar det som &r sa speciellt med just basen tio?”

Vare sig man uppfattar det som sant 'per definition’ eller "per axiomatisk reglering’
— eller om man vill se saken pa nagot annat satt — sa &ar det alltjamt korrekt
att:

[4] Varje reellt tal later sig pa ett entydigt sdatt approzimeras med brik inom
varje given felgrins stérre an noll. Ett reellt tal dr i sin tur rationellt om och
endast om, det inte bara kan approximeras, utan later sig uttryckas exakt

som ett enda brak. I annat fall ar det reella talet irrationellt.

Inom matematikens normala huvudfara ar det till och med sa att ett tal ar reellt om
och endast om talet uppfyller denna approximationsegenskap. Inom 99,999% (eller
nagot sadant) av all undervisning, tillimpning eller forskning av/inom matematik
ar detta fullstéindigt korrekt.* Detta faktum om var matematik reflekterar en kedja
av beslut man fattade inom matematiken och vetenskapen om denna under andra
halvan av 1800-talet — en samling begreppsliga regleringar med andra ord — och
som allt sedan dess ar i full kraft. Vi skulle kunna ge den hér karakteristiken
ett namn och kalla ovanstaende kursivering fér approximationsprincipen for R

(eller approximationskriteriet —).°

En sorts beskrivning som forekommer i en del laromedel i matematik fér hogre

undervisning dr ungefér féljande:

"Reella tal &r de tal som kan skrivas med en &ndlig eller en oandlig f6ljd

av decimaler.”

Denna typ av beskrivning skiljer sig radikalt fran Newtons och de tidigare citerade
encyklopediernas. Man kan sédga att den aterspeglar en senare koncentration pa
det berdkningsbara, det 'rent aritmetiska’, i begreppshistorien. Dessutom har den

vissa pafallande likheter med en variant pa den gingse definitionen av ett rationellt

4Undantaget trider bland annat in pa grund av introduktionen av det hyperrella talsystemet
inom den sa kallade icke—standardanalysen. Mer om detta i kommentarerna.

°Display [4] har, savitt jag kan se, karaktiiren av vad filosofen Wittgenstein skulle ha kallat en
“grammatisk anmdrkning”. Antag till exempel att vi befann oss i tvivelsmal betraffande huruvi-
da det matematiska objektet 7w verkligen &r mojligt att approximera entydigt till varje given
noggrannhet £ > 0. Det vore i sa fall inte helt sjélvklart huruvida vi vore beredda att séga att
”Objektet 7 &r trots allt inte ett reellt tal, fastdn vi levde i den Gvertygelsen” eller "Det finns
reella tal som saknar den dnskade egenskapen approximerbarhet med brak”. Vi ror oss darmed
med olika beslut som géller for en viss term i vetenskapen, i detta fall 'reellt tal’.
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V2

Figur 5: Illustration till den allménna idéen att varje reellt tal kan approximeras genom
successivt béttre rationella ndrmevéirden (sasom decimaltal), inom varje given noggrann-
het € > 0.

tal. En mer matematiskt precis formulering av den idé som ligger bakom den hér
vanliga typen av beskrivning, tror jag vore foljande: "Ett reellt tal dr ett tal som
antingen kan uttryckas exakt som ett decimaltal eller som kan approximeras med

decimaltal till varje given noggrannhet (med felgransen e storre dn noll).”

Som vi ser ligger genom analogi den forsta formuleringen av approximationskri-
teriet for R néra standarddefinitionen for de rationella talen, och skulle alltsa
ga att uppfatta som en form av definitionsforslag; dock ar det inte strangt taget
nodvandigt att uppfatta det sa, utan man kan ocksa helt enkelt ta det som ett
grundldggande kriterium pa vad man inom matematiken éverhuvudtaget vore be-
redd att rdkna som ett reellt tal och ett krav pa varje mojligt forsok att stalla upp
en teori om de reella talens kalkyl.

Uppfattad som ett grundliggande kriterium pa att en matematisk symbol Gver-
huvudtaget utgor, accepteras som, ett reellt tal ar [4] jamforbar med det andra

vanligt forekommande férsoket till inringning;:

[5] Varje reellt tal kan decimalutvecklas, vilket betyder, approximeras med deci-

maltal till ett valfritt antal decimaler.

Underforstatt: men dndligt antal decimaler. Denna eller med denna liknande for-

muleringar férekommer i en del ldrobdcker.
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De tva kriterieformuleringarna [4] och [5] &4r i matematiskt avseende likvirdiga,
ekvivalenta: approximerbarhet med brak implicerar approximerbarhet med deci-
maltal, och vice versa. Saledes kan vi kalla dven [5] for "approximationskriteriet”,

utan nagot behov av att gora atskillnad.

Den forsta formuleringen [4] har dock dessa tva fordelar jamfort med [5], vad jag

kan se:

(a) [4] uttrycker ingen preferens for just decimalsystemet och decimal approxi-
mation, i motsats till exempelvis binédr representation och binarutveckling;

och

(b) formulering [4] ligger nérmare det géngse sittet att definiera de rationella
talen i larobdcker och andra sammanhang: "Ett rationellt tal ar ett tal som

gar att uttrycka som ett brak, a b—delar.”

Approximationsprincipen for R kan summeras pa olika sétt, for att darefter preci-
seras etappvis. Formuleringarna i [4] och [5] utgor exempel pa sddana summering-
ar och inledande moment i ett dylikt preciseringsarbete. Vi aterkommer kort till
approximationskriteriet under synpunkten av "Ett forsok till definition?” i kom-

mentarerna.

2.3.3 Approximationskriteriet uttryckt i termer av ordningsrelatio-

nen

Att ett reellt tal a "pa ett entydigt satt later sig approximeras med brak inom varje
given felgrédns storre dn noll”, &r matematiskt helt ekvivalent med ett antal villkor

uttryckta i termer av ordningsrelationen
<

vilken vi (som sékert bekant) utlédser som “mindre &n” respektive "storre dn”.

Lat a vara ett reellt tal. Till att borja med ar ’approximerbarheten till varje given
noggrannhet’ garanterad av foljande matematiska faktum, vilket utgér en del av

innehallet i sats [6]:
[*] For varje rationellt tal q galler precis en av foljande relationer:
q<a,q=aellerq>a
For att inse sambandet mellan kriterieformuleringarna kan det vara till hjélp att

tanka pa foljande sitt: pa grund av [*| ar det alltid mojligt att, for varje givet litet
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intervall av rationella tal [¢1, ¢2], séga huruvida a ligger i intervallet eller inte.

Entydigheten innebédr att man inte ska kunna hamna i strid med ordningsrelatio-
nens sa kallade linjaritet. Det ska till exempel inte kunna uppsta en situation i

vilken ¢; < a och a < g2 men samtidigt ¢; > go:
[**] Om ¢ < a < q sd dr g < qo, dir g1 och g dr rationella.

Ytterligare en del av innehéllet i [6]. Detta gar pa ett ut med att siga att man

inte kan finna a inom disjunkta intervall pa den rationella tallinjen.

Approximerbarheten och dess entydighet kan sammanfattas genom att siga att
ordningsrelationen < utvidgad fran de rationella talen Q med ett givet reellt tal
a bibehdaller sin linjdritet, eller att ordningsrelationen < pa Q U {a} ar total. For
linjaritet kravs, forutom egenskapen [*|, relationens transitivitet och antisymmetri.

Villkoret [**] utgor en bit av transitiviteten.

Linjariteten géller 6ver hela den reella talméngden, vilket vi hdr sammanfattar i

formen av en sats:
[6] Ordningsrelationen < utvidgad fran de rationella talen till de reella bibehaller
sin lingaritet.
I informella termer kan man séiga: "Alla reella tal ligger i linje med de rationella
talen.” Eller: "Alla reella tal kan entydigt ordnas pa tallinjen (tallinjalen).” Pro-

position [6] dr en specifikation som har intima beréringspunkter med Dedekinds

klassiska konstruktion av R genom snitt.®

De regler som é&r etablerade for de reella talen innebéar alltsa, att om K ar en reell

talsymbol ar det av principskal alltid tillatet att sdga saker som:
"Antag att K &ar storre dn 1,5.”

"Antingen dr K mindre &n 1,5 eller sa ar 1,5 mindre &n eller lika med
K,??

"Om K é&r storre an 1,41 sa dr K ocksa storre an 1,4.”

5Den allméinna, abstrakta definitionen lyder: En biniir relation < pa en mingd M siges vara
en linjir ordningsrelation (eller total —) om, for alla a,b,c € M, géller:

(i) a <beller b < a (totalitet)
(ii) Om a <boch b < a s& dr a = b (antisymmetri)
(ifi) Om a < boch b < csa a < ¢ (transitivitet)

M séges vara en linjart ordnad méangd under relationen <. Den till < hérande strikta ord-
ningsrelationen < definieras som s att a < b omm a < b men a # b.
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"Om K vore storre an 1,618, sa kan K forstas inte ocksa vara mindre

4n 1,67

Ordningsrelationen erbjuder alltsa en vég till etappvis precisering av approxima-

tionskriteriet.

2.3.4 Notation for approximation, ndrmevirden och felgrinser till re-
ella tal

Viskaidet har avsnittet infora nagra uttryckssatt och skrivséatt som kan underlitta

och tydliggora beskrivningen av de praktiska reglerna for reella tal.

Till att borja med kan det visa sig nyttigt att anvinda stor bokstav, exempel-
vis

K
eventuellt forsedd med index K7, K, K3, ..., som allmén beteckning for tal, osagt
av vilken typ (om det &r rationella, reella, komplexa, etc). Istéllet for ett tal kan vi
ocksa tala om K som en talsymbol, matematisk kvantitet, kvantitativ matematisk

symbol, med mera. Vi behandlar i detta sammanhang dessa ord mer eller mindre

som utbytbara, utan att framhéva nagra distinktioner.

Det vanliga i matematiken &r att felgridns, noggrannhet, finhet, osikerhet

betecknas med den grekiska bokstaven lilla epsilon

Vi later det alltid vara underforstatt att felgransen € betecknar ett icke—negativt
rationellt tal. Med méngdlirans skrivsitt 7e € Q och € > 07 eller " € Q="". Ibland
behdver det understrykas att felgransen inte kan vara exakt noll. Det gér man ofta

genom att kort och gott skriva " > 0".7

Med en feluppskattning menas (att ange) ett intervall av rationella tal inom

vilket talet K kan uppskattas, ligger, kan placeras. Eller som man ocksa skulle

"Man skiljer i numerisk analys mellan felgrinsen ¢ och "det absoluta” felet i ett nirmevirde.
Felgrédnsen ar en grans for hur stort felet i approximationen kan vara, medan felet anger hur stort
felet i approximationen "verkligen &r”. Om ¢ &r ett nirmevirde till det reella talet x si &r (det
absoluta) felet i approximationen teoretiskt definierat som differensen Az mellan = och zg:

Ar =z — 20

Om € > 0 &r en felgridns for approximationen, sa géller alltsa per definition att Ax < e.
Det relativa felet (ofta uttryckt i procent) &r kvoten Az/x.
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sdga, inom vilket ’det exakta’ eller ’egentliga’ vardet ligger. Om man vet att K
uppskattas till nagonstans mellan de rationella talen ¢; och ¢, sa ar ett satt att

uttrycka denna information kortfattat att skriva
@1 <K<q

Beteckningsséattet utlises: "¢, dr mindre &n eller lika med K som &ar mindre &n eller

lika med ¢o.” Ett alternativ ar att utnyttja notationen for intervall och skriva

K € [q1, ]
Det star: ”K ligger i intervallet fran ¢; till ¢2.” Det rationella talet ¢ sdges vara
en nedre grins for K och ¢, en 6vre grans for eller till K.

Vi séger att en feluppskattning till K 4r finare (grévre) én en annan om intervall-
bredden |ga — ¢1| 1 den férra approximationen dr mindre (storre) &n motsvarande

avstand i den senare.

Om det rationella talet ¢ ar ett narmevarde till, en approximation av K med

noggrannheten € > 0 ar ett av sdtten man skriver detta som
K=q=*¢

Skrivséttet forekommer i en del ldrobdcker i analys och speciellt i samband med
matematisk felspridningsanalys. Pastaendet kan utlésas pa ett antal olika sétt, som

alla dr synonyma:
K=q+¢
=
"K é&r lika med ¢ plus/minus &”
q ar ett narmevarde till K inom felgrinsen e
q ar ett narmevarde till K med noggrannheten ¢
K ligger inom ett avstand av ¢ fran ¢
En approximation till K med noggrannheten ¢ ar ¢

Och sa vidare. Istéllet for K = ¢ + ¢ kan vi ocksa anvianda olikhetsrelationen <
och skriva
g—e<K<q+e
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vilket uppfattas som synonymt. Intervallet [¢ — €,q + €] 4r med andra ord en
feluppskattning till K om och endast om K =g+ e.

Anmairkning. Skrivsidttet K = ¢ £ ¢ ar analogt med det normala moénstret for
att uppge felgrinser vid matning av storheter inom naturvetenskaperna och ingen-
jorskonsten. Jag paminner dock om att K inte syftar pa nagon fysikalisk storhet,
och dérfor finns inga empiriska enheter inblandade (sdsom kg eller °C). Skrivséttet
K = q + ¢ ska inte forvixlas med det sédtt pa vilket man till exempel kan ange de
tva exakta losningarna till andragradsekvationen 22 — 2 — 1 = 0 som x = % + %\/5
Man kan anvénda bada dessa skrivsidtt om sa &r lampligt och lata det framga av

sammanhanget vilken anvidndning som avses. [J

T

] 3,14I I3,15
2 3

Figur 6: Talet 7 ligger ndgonstans mellan 3,14 och 3,15.

Exempel 5. Talet 7 till tva decimaler i dess decimalutveckling ar 3,14. Det innebér

att vi har f6ljande feluppskattning (1):
3,14<7<3,15

I figur 6 &r intervallet [3.14, 3.15] utritat pa en tallinje. Talet 3,14 utgor en nedre

grins och 3,15 en 6vre grans till 7. Det géller ocksa att (2):
T=3,140,1

Héir ar K = 7, ¢ = 3,1 och ¢ = 0,1. Ett annat narmevéarde till 7 baserad pa

informationen i olikhet (1) &r (3):
m = 3,145 £ 0,005

Nérmevérdet 3,145 ar mittpunkten (medelvérdet) pé intervallet [3.14, 3.15]. O

Ett ndrmevarde till K &r finare (grévre) an ett annat ndrmevérde om felgrénsen
i den forra approximationen &r mindre (storre) dn felgrénsen i den senare. I ex-

emplet &r approximation (3) finare &n (2), eftersom 0,005 < 0,1. En &nnu finare
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approximation av m jamfort med ovanstaende vore
m = 3,14159 + 0,00001

Det hér ndrmevérdet har fler decimaler och det mindre felet £ = 0,00001 < 0, 005.
Eftersom detta ndrmevirde dessutom &ér den béasta decimala approximationen av

7 till fem decimaler ligger 7 inom feluppskattningen
3,14159 < 7 < 3,14160

Detta &r for manga praktiska berdkningar fullt tillrackligt som approximation.

Om den undre felgrédnsen ; och den 6vre felgriansen €5 i en approximation ligger
pa olika avstand fran ndrmevirdet ¢ kan ett siatt att f& med den informationen
vara att skriva:

g—aa<K<qg+e

Exempel 6. Talet v/2 till fyra decimaler ar 1,4142. Saledes kan vi skriva
1,4142 — 0 < v/2 < 1,4142 + 0, 0001

Hér ar ¢ = 1,4142, ¢; = 0 och €5 = 0,0001. [J

2.3.5 'Tre skilda begrepp: decimaltal, decimalutveckling, reellt tal

Det vanligaste ar att som en approximation till ett givet reellt tal vélja (berikna)
ett ndrmevarde av typen decimaltal. Skédlen till att man anviander just decimal-
tal, som har basen tio, dr férmodligen av mest historisk art kombinerat med det
naturfaktum att 'ménniskan’ har tio fingrar och tio tar. Metoder fér decimalap-
proximation intrédder forst efter decimalsystemets etablering pa den europeiska

scenen under sen medeltid och renéssans.

Exempel 7. Nagra exempel pa decimala ndrmevérden till reella tal:

=0,333...

Wl

V2 =1,414...
T = 3,14159265358979 . . .
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De tre prickarna ”...” efter strangen av siffror kan utlisas "och sa vidare”. Det som
star dr inte att talsymbolen V2 i véansterledet liksom &r lika med en 1:a foljd av
siffror efter decimalkommat, som fortsétter forbi och utanfér pappret i all odndlig-
het. Prickarna betyder héar bara att decimaltalet i hogerledet av likhetspastaendet
ar ett narmevéirde, en approximation, av det reella talet i vénsterledet. Likheten

ar inte exakt, utan approximativ.

Dessutom signalerar likhetstecknet och punkterna att det decimaltal som star i
hogerledet &r den bdsta majliga approrimationen av det reella talet, med innebor-
den att det ar det storsta decimaltal med just sa manga decimaler efter decimal-
kommat, som fortfarande dr mindre an eller lika med det reella talet. Det basta
narmevardet till ’en tredjedel’ i formen av ett decimaltal med tre decimaler efter
decimalkommat, och som &ar mindre &n eller lika med en tredjedel, ar just 0,333;
detta eftersom
3-0,333=0,999 <1< 1,002=3-0,334

De fjorton foérsta decimalerna i decimalutvecklingen av 7 framgar av ovanstaende

exempel.

Alternativa sitt att utlisa samma pastaenden som ovan, och som kan undanrdja

eventuell forvirring 6ver skrivséttet, vore exempelvis dessa:

V2 =1,414...

=

"Roten ar tva ar lika med 1,414 och sa vidare”

Kvadratroten ur tva berdknat till tre decimaler ar 1,414
Decimalutvecklingen av roten ur tva till tre decimaler &r 1,414

Decimaltalsapproximationen av roten ur tva till tre decimaler &r 1,414

Approximationen av talet v/2 med en f5ljd av decimaltal har det bista

niarmevéardet 1,414 till tre decimaler.
Decimalsummefoljden till v/2 har det fjirde elementet 1,414.

Den oéndliga foljden av béattre och béattre approximationer till ett givet (positivt)
reellt tal, i formen av just decimaltal vars belopp dr mindre &n eller lika med det

reella talet, kallas for det talets decimalutveckling.

Var uppmérksam pa skillnaden mellan begreppen decimaltal respektive decimal-

utveckling. Ett decimaltal ar en viss typ av rationellt tal. En decimal-utveckling
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uppfattar man i matematikvetenskapen som en odndlig talféljd, vilket ar en helt
annan sorts ‘matematiskt objekt’ dn ett enskilt tal. Narmare bestdmt utgor deci-
malutvecklingen en decimalsummefoljd {D,,}>°, (utldses: "Féljden D-n dér n
gar fran noll till odndligheten”). For att gora det hir tydligare lat oss aterigen titta
pa exemplet 1/3.

Exempel 8. Decimalutvecklingen {D,,} till braket 1/3 &r den hér talfoljden:

Dy =0
D, =0,3
D, = 0,33
Ds = 0,333

Den fortsdtter pa samma siatt utan nagot givet slut. Elementet Dy adr den bésta
approximationen av 1 3-del upp till heltal mindre an eller lika med 1 3-del. Ele-
mentet D; &r den bésta approximationen av 1/3 upp till ett decimaltal som é&r
mindre &n eller lika med 1/3 med exakt en decimal efter decimalkommat. Och sa

vidare. O

Ett reellt tal som kan uttryckas exakt som ett enda decimaltal sdges ha en andlig

decimalutveckling.
Exempel 9. Har ar nagra reella tal med andlig decimalutveckling:

1—05' 1—025' 1—02
2_77 4_7 ) 5_7
Vi=1; V4=2; V9=3

For att signalera att decimalutvecklingen &r dndlig anvinder man ibland skrivsat-
tet:

1
— =0,25000...
4 Y
De tre 0:orna atfoljda av de tre prickarna ”...” signalerar i detta fall, att likheten

1/4 = 0,25 ar exakt, till skillnad (observeral) fran foregaende exempel. Bruket av
tre prickar efter decimalkommat har héar en annan innebord, namligen att foljden

av decimaler fortsdtter enligt samma monster, en upprepning av 0:or. [

Ett reellt tal som inte kan uttryckas exakt som ett enda decimaltal sdges ha en
oidndlig decimalutveckling. Ett reellt tal kan ha en odndlig decimalutveckling

av tvd helt olika anledningar. Antingen beror det pa att talet &r ett brak som inte
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kan uttryckas exakt som ett decimaltal, sasom 1/3 eller 22/7. Eller sa beror det

pa att det reella talet &r irrationellt, sasom /2 eller 7.

Den slutsats vi drar av detta ar vard att understryka, eftersom den undanréjer ett

vanligt missforstand:

[7] Varje irrationellt tal har en odndlig decimalutveckling. Ddremot gdller inte
det omuvanda: inte varje tal som har en odndlig decimalutveckling dar vrratio-
nellt.

Varje brak (och alltsa varje rationellt tal) har daremot en periodisk decimalut-
veckling; hér finns en avgorande skillnad. Det betyder att nagonstans 6vergar deci-
malutvecklingen i en oéndlig upprepning av en sekvens siffror (eventuellt ”000. ..”).
Detta ar unikt for de rationella talen. En periodisk decimalutveckling implicerar
alltid ett rationellt tal.®

Den oédndliga decimalutvecklingen till ett brak som inte gar att uttrycka exakt
som ett decimaltal kan man bestdmma genom att anvinda nagon uppstéllning for

divisionsalgoritmen, till exempel kortdivision eller liggande stolen.
Problem 1. Decimalutveckla talet 1/7.

Lisning: Med liggande stolen (se figur 7) far jag att
1/7 = 0,142857142857142857 . ...

Upprepning av perioden sker férsta gangen man erhaller samma rest som vid nagot
tidigare steg i proceduren (se figur 7). Perioden &r som vi ser "142857” och inleds

direkt efter decimalkommat. Periodléngden &r 6 siffror. Problemet &r 16st. [J

Decimalutvecklingen av 1/7 kan ocksa skrivas
1/7 =0, [142857]
Sambandet mellan de rationella talen och periodiska decimalutvecklingar ar ocksa

vart att understryka:

[8] Ett reellt tal dr rationellt om och endast om det har en periodisk decimalut-

veckling.

Sammanfattning: Ett reellt tal ar alltsa en typ av tal som kan approximeras med

decimaltal till varje given noggrannhet, alltsa inom varje felgréns stérre dn noll.

8En forklaring till periodiciteten gar vi igenom i detalj i dokumentet Algoritmer for de fyra
raknesdtten ur del I av "Den forsta matematiken”.
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Figur 7: Berdkning av 1/7 genom liggande stolen. Efter 6 steg i uppstéllningen ater-
kommer resten 1 (eller 10), sa dérefter upprepar sig helt enkelt decimalutvecklingen av
1/7.
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Den oéndliga foljden av bésta approximationer som decimaltal med 0, 1, 2, 3,
...decimaler efter decimalkommat kallas for det reella talets decimalutveckling.
Decimalutvecklingen adr unik om man utesluter foljder som nagonstans Gvergar i

en oandlig upprepning av 9:or.

Den sa kallade decimalutvecklingen { D,,} till ett givet positivt reellt tal a dr bestimd
av villkoret att decimaltal nummer n i den odndliga foljden av ndrmevdrden dr det
storsta decimaltal D,, med n decimaler efter decimalkommat som fortfarande dr

maindre an eller lika med a.

2.3.6 Storheter jamfort med matematiska talsymboler

Var uppmérksam péa skillnader och samband mellan det naturvetenskapliga (fysi-
kaliska) begreppet storhet (eng. physical quantity) och matematikens begrepp tal
(eng. number). En storhet &r nagot som kan métas (eller som man atminstone tén-
ker, forestéller sig som métbart), och darvid uppges métetal, enhet och felgrins.

Matetalet i sin tur ar, uttrycks genom nagon matematisk talsymbol.

En matematisk talsymbol har aldrig nagonsin nagon enhet eller dimension. Méte-
talet for en storhet ar visserligen ett tal, men ett tal har i sig sjilvt inte nagon
enhet, sdsom kilogram, meter eller sekund. (Harmed sammanhénger den newtonsk—
cartesianska konceptionen om ett tal som ett abstraherat storleksférhallande.) Ex-

empel pa talsymboler ar
5
2, g 1618, V2, T

alltsa talet tva, talet fem attondelar, talet ett komma sexhundraarton, talet kvadra-

troten ur tva samt talet pi.

[ matematiken talar man inte om att "méata” en rent matematisk kvantitet — sasom
storleksforhallandet mellan diagonalen och sidan i en kvadrat eller en aritmetisk—
algebraisk talsymbol sasom talet e — utan man séager att man antingen bestdmmer
kvantiteten exakt eller sa approrimerar man den genom att berdkna ett visst
ndrmevdrde till den inom felgrinsen, med felet, med noggrannheten si och sa eller

med si och sa manga decimaler. Talet ar sa att sdga madttet och inte det mdtta.

Exempel 10. Storleksforhallandet mellan omkretsen och sidan i en kvadrat &r
exakt 4:1 — det &r inte en approximation. Storleksférhallandet mellan diagonalen
och sidan i kvadraten daremot kan inte uttryckas exakt som ett enda brak. En
mycket grov approximation av storleksférhallandet ar 3:2. Det betyder att diago-

nalen &r cirka 3 halvor (2—-delar) av sidan. Storleksforhallandet mellan omkretsen
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och diametern i en cirkel kan approximeras med narmevirdet 3,14 till tva deci-
maler. Omkretsen &r pa ett ungefir lika lang som diametern tagen 3,14 ganger.
O

Avsaknaden av fysikaliska enheter for matematiska talsymboler ar en fundamental
skillnad mellan fysikaliska storheter och dessa matematikens tal. Men en viktig lik-
het mellan fysikaliska storheter och matematikens reella tal ar forekomsten av och
den absoluta relevansen av feluppskattning. En skillnad aterigen ar att ’felgréansen’
i fallet med fysikens storheter handlar om att man gor empiriska mdtningar i la-
boratorier, och darfor far in ett element av osdkerhet, medan ’felgriansen hos ett
narmevarde’ till ett reellt tal &r nagot som berdknas pa papper eller med en da-
tor och uppskattas genom matematiska resonemang och inte naturvetenskapliga.
I matematikens fall handlar det inte om nagon empirisk oséikerhet — inte ens nér
man riaknar fel av misstag! Detta &r ett exempel pa logiska—begreppsliga skillnader

mellan matematik och naturvetenskap sasom manskliga verksamheter.

Feluppskattning inom naturvetenskaperna hor till ett omrade som kallas felanalys,
och ingar som ett kursmoment i varje utbildning till ingenjor eller fysiker. Felupp-
skattning i matematiken hor till omraden som approzimationsteori och numerisk

analys.

2.4 Reell aritmetik: praktiska berakningar med irrationella
tal

2.4.1 Arvsprincipen for R: riknelagar och ordningsegenskaper

Det som, som sagt, gor de reella talen till ett i jamforelse med de rationella talen
vidare talbegrepp dn det rationella &r att man nu ocksa har tillgang till ett nytt
sprak for att handskas med inkommensurabla storheter och abstraherade kvanti-
teter sasom /2 och m. Man kan kalkylera med dessa som man gor med rationella
tal: addera, subtrahera, multiplicera, dividera, med mera. Men vad det innebéar
att "kalkylera med irrationella tal’ behover fortydligas. Det &r inte sjalvklart vad
det betyder, bara darfor att vi vet vad det innebar att rdkna med heltal, brak och

decimaltal.

I utvidgningen av talbegreppet fran rationella tal till reella tal, vilka alltsa ocksa
innefattar irrationella talsymboler, ville man behalla de relationer som framtriader
vid den geometriska analysen av storleksforhallanden mellan strackor, rektanglar,

ratblock och andra geometriska storheter. Det géller nu till exempel att arean av
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en plan rektangel ldmnas oféréindrad om man byter plats pa langden och bredden
i den, det vill sdga vrider den ett kvarts varv. Detta ger den specifikt geomet-

riska bakgrunden och motiveringen av kommutativitet for det allménnare reella

talbegreppet (se foljande exempel).

a

Figur 8: En rektangel som vrids 90° och stélls pa hogkant. Arean paverkas inte av denna
operation: b stycken rader med a enhetskvadrater i varje rad ger lika mycket som a
stycken rader med b enhetskvadrater i varje rad. Detta ger den geometriska motiveringen
av kommutativitet for de reella talen.

Genom att saledes betrakta relationer mellan strackor pa en linje, arearelationer
mellan rektanglar och volymrelationer mellan rétblock, pa ett satt som &r jam-
forbart med analysen av de positiva heltalens och brakens egenskaper i rationell
aritmetik, motiveras rdknelagarna och olika ordningsegenskaper for de reella talen.
Dessa ar de egenskaper som man vid forsta paseendet ville behalla vid 6vergangen
till ett i jamforelse med heltalen och braken vidare talbegrepp. Man later de reella

talen sa att sdga arva motsvarande egenskaper hos de rationella talen.

De ’kontinuerliga’ bildmassiga framstéallningarna i formerna av vanliga strackor,
rektanglar och ratblock, kan fattas i en vidare bemérkelse, dar enhetsstrackan, en-
hetskvadraten respektive enhetskuben tas som symboliska bilder av, referenspunk-
ter for den delbara helheten. Rektangeln som ett bildmaéssigt diagram for brakmul-
tiplikation &r till exempel i sig sjélv inte en del av det félt av traditionell matematik
som kallas geometri, &ven om kopplingen till geometrin och areaformlerna &r trans-
parent. I det fall man bara har att géra med positiva heltal gar det ocksa bra att
overblicka sambanden med hjéalp av ”’punkttanglar”, alltsa scheman av punkter
pa pappret eller i den exakta fantasin (till exempel i formen av en rektangel), eller

liknande diskreta diagram i tva eller tre dimensioner, genom att tdnka i termer av
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antalet punkter de innehaller. Varje punkt representerar da ett av de objekt som
raknas (vare sig det dr dpplen, kronor, far, héstar, eller ndgot annat). Vad giller

raknelagarna for brak gar det ocksa bra att utnyttja vanliga brakdiagram.

Dessa resonemang foranleder en central regel for varje mojlig framstéallning av
eller teori for kalkylen med reella tal, som vi kan kalla arvsprincipen for R (eller
arvskriteriet —).

De positiva reella talen uppfyller atminstone de raknelagar och ordnings-egenskaper
som framtrader vid den klassiska geometriska analysen av forhdllanden mellan
strickor eller mellan areor och volymer av geometriskt enkla figurer, sisom rek-

tanglar och rdtblock.

I termer av utvidgningen fran de rationella talen @Q kan arvsprincipen uttryckas

sahar:

[9] De reella talen uppfyller atminstone samma fundamentala riknelagar och

ordningsegenskaper som de rationella talen.

Det ar: kommutativitet, distributivitet, associativitet och sa vidare. Om man &r
osaker vad som giller for de reella talen ar det oftast bara att tdnka efter vad som
galler for de rationella talen.

Exempel 11. (a) Ar a-b = b-a éven for reella tal? Svar: eftersom multiplikation
med rationella tal & kommutativ foljer ur arvsprincipen [9] att dven multiplikation

med reella tal ar det.

(b) Finns det ett reellt tal a sadant att @ = 1/4/2? Svar: eftersom inversen till
varje rationellt tal (forutom 0) existerar foljer ur arvsprincipen att det reella talet

a gor det ocksa.
(c) Givet tva reella tal a och b tillater oss arvsprincipen att omedelbart konstatera

att minst en men ocksa hogst en av foljande relationer géller:

a<b a=b a>b

(d) For rationella tal géller att om a < b och ¢ > 0 (¢ &r ett positivt tal) s& &r

ca < cb, och samma sak géller darfor de reella talen. [J

Ordningsrelationen gar alltsa ocksa att greppa i geometriska termer. Ur den geo-
metriska standpunkten speglas ordningsegenskaperna i relationer mellan rata stréc-
kor (linjesegment). JAmfor med punkterna (c) och (d) ur ovanstaende exempel: (c)

motsvaras av att givet tva strickor dr de antingen lika langa eller sa dr den ena
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atminstone lite langre dn den andra; (d) motsvaras av det geometriska faktum att
om en stracka a ar kortare an strackan b sa kommer denna relation att bevaras vid

forlangning /férkortning av stréckorna.

En del av de ordningsegenskaper man ’kréver’ att de reella talen ska drva (sdsom
(c)) har vi redan bekantat oss med i anslutning till approximationsprincipen, ndm-
ligen omformulerad i termer av linjériteten hos den utvidgade ordningsrelationen
<. Anledningen till att jag lyfte ut dessa for sig ar att de har en sorts begreppslig
sdrstallning, genom sin anknytning till approximationsprincipen som den allménna
konceptionen om de reella talens approximerbarhet och ordning visavi den rationel-
la tallinjen. Detta dr den underliggande konceptionen for samtliga mangdteoretiska

konstruktioner av R.

Det finns nu olika sétt att ndrma sig rdknelagarna och ordningsegenskaperna inom
den matematiska undersdkningen av reella tal. Den geometriska bakgrunden &r
bara ett sdtt att se pa dem — dock ett mycket viktigt perspektiv, som inte kan
utelamnas. Man kan ocksa ndrma sig de matematiska egenskaperna hos de reella
talen genom nagon formell, algebraisk teori, pa vilket exempel vore de axiomatiska
representationer och sa kallade méngdteoretiska konstruktioner som laggs fram
under 1800-talet.

Ett alternativ jag ser framfér mig utgar helt enkelt fran en beskrivning av be-
fintlig praxis av att operera med ’reella tal’ som en wiss kategori av matematiska
symboler och symboliska scheman, dér inget behov alls upptriader av att blanda in
mangdlara och saledes av 'konstruera’ de reella talen som olika slags komplicerade
‘'mangder’. Man kan sidga att denna approach ligger ndrmare den sedvanliga alge-
braiska karakteriseringen av de reella talen, men féljer &nda en lite egen viag. En
hérledning av till exempel den kommutativa lagen utifran denna typ av premis-
ser som exempelvis approximationskriteriet utgor skulle skissningsvis kunna se ut
sahér:

1. Antag att a och b &r reella tal och att felgrdnsen € > 0 &r ett godtyckligt rationellt tal.

Vi behover visa att produkterna ab och ba &r oskiljaktiga inom den givna felgransen.
2. Enligt approximationskriteriet [9] kan ¢1,¢2 € Q och £ > 0 véljas sddana att:
a=q ¢
b=gqy+¢€
ab = q1q2 £, dar e* = e*(q1, q2,€") ar feluppskattningen for approxima-
tionen g1gs av ab
e* <e

3. Ur (2) far vi att ab = q1g2 = €. Men for varje mojlig approximation av ab far vi en
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approximation av ba inom samma felgrans, och vice versa: alltsa ba = gaq; £ €.

4. Foljaktligen &r symbolerna ab och ba oskiljaktiga upp till €; men eftersom e var
godtyckligt ar produkterna oskiljaktiga upp till brak generellt.

5. Ur (4) och identitetskriteriet for R drar vi slutsatsen att ab = ba. O

Detta &r alltsa en principskiss for att visa kommutativiteten for multiplikation i

R.

Med hjilp av riknelagarna kan olika allménna (algebraiska) samband konstate-
ras och dessutom ger riknelagarna och ordningsegenskaperna ett sdkerhetsbalte i

arbetet med att beméstra ekvationer.

Exempel 12. Lat oss for att illustrera titta pa den réknelag”’ som kallas for

kvadreringsregeln:

[10] For alla reella tal a och b:

(a+b)* = a® + 2ab + b*

Det typiska beviset for kvadreringsregeln med utgangspunkt i rédknelagarna gar
sahar:
(a+0)*> = (a+b)(a+Db) definition av upphdjt till 2
=a(a+0b) + b(a+b) distributiva lagen
=a’+ab+ba+0b*  distributivitet igen

= a® + 2ab + b? kommutativa lagen

Beviset ar klart. En alternativ forklaring, bevisliknande resonemang, till kvadre-

ringsregeln dr geometriskt och askadligt. Det framgar av figur 9. [

Déremot finns det egenskaper som talsystemet R har eller tillskrivs, som inte Q
ocksa uppfyller: i annat fall hade det inte funnits nagon anledning av infora de reella
talen fran forsta borjan. Arvsprincipen utsidger bara att de reella talen uppfyller
atminstone samma riaknelagar och ordningsegenskaper som de rationella, men inte
att de reella talen inte skulle kunna ha ytterligare egenskaper. En av dessa skiljande
egenskaper ar (forstas) att varje positivt tal har/tilldelas en kvadratrot, vilket bara

i yttersta undantagsfall géller inom de rationella talen.

2.4.2 Utvidgningsprincipen for R och de fyra raknesitten

Lat oss nu titta pa foljande fraga 1:
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ba b? b

a b

Figur 9: En geometrisk forklaring till kvadreringsregeln. Kvadraten pa strickan (a + b)
ar precis lika stor som kvadraten pa strackan a, kvadraten pa b och tva rektanglar ab
tillsammans.

"Hur gor man for att faktiskt berdkna vdrdet av till exempel en summa
eller en produkt dar minst en term respektive faktor &r ett irrationellt
tal?”

For att forklara den praktiska princip som besvarar den héar fragan lat oss titta pa

foljande tva problem:

Problem 2. Berdkna summan 7+ /5 till en noggrannhet av tre korrekta decima-

ler.

Lésning: Vid numerisk berdkning av uttrycket 7+ /5 gor man sa att man approx-
imerar det irrationella talet v/5 till sadan noggrannhet att den rationella summan
av detta narmevirde till v/5 och talet 7 ligger inom ett 6nskat intervall av rationella
tal.

1. /5 till tre korrekta decimaler &r 2,236. Alltsa &r
2,236 < V/5 < 2,237

Att /5 dr strikt storre #n 2,236 foljer av att 2, 2362 = 4, 999696, men ocksa av
( j

att denna kvadratrot dr irrationell.)

2. Om vi adderar 7 till alla leden i olikheterna i (1) far vi att

742,236 < 7+V5 < 7+2,237
9,236 < 7+ V5 < 9,237
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3. Ur rad (2) drar vi slutsatsen att virdet av summan till tre korrekta decimaler

ar

7T+v5=9,236...
Berakningen ar klar. [

Problem 3. Berikna produkten 5 - v/3 till en noggrannhet av fyra korrekta deci-

maler.

Lésning: Vid numerisk berskning av ett uttryck sasom 5v/3 gér man pa i princip
samma sitt som med summan i foregaende problem: man approximerar det irra-
tionella talet /3 till sidan noggrannhet att produkten av detta nirmevirde och
talet 5 ligger inom ett 6nskat maximalt avstand fran produkten; feluppskattningen

gors pa sedvanligt sdatt med rationella tal.

1. v/3 till fem korrekta decimaler (for att fa lite marginal) &r

1,73205 < v/3 < 1, 73206

2. Alltsa ar

5-1,73205 < 5v/3 < 5 - 1,73206
8,66025 < 5v/3 < 8,66030

3. Ur (2) drar vi slutsatsen att produkten 5v/3 till fyra korrekta decimaler &r
5v/3 = 8,6602. ..

Berakningen ar klar.

4. Vi kan &ven gora en kontrollrdkning:
(5v3)2 =5%(3)2=25-3=175
8,6602% = 74, 99906404

Som vi ser ar hogerleden mycket nira varandra. [J

Feluppskattningen vid berdkning med reella tal gors med andra ord som om det
handlade om att bestamma felgrinser vid berdkningar med mdtvarden till fysika-
liska storheter. Det ar alltsa inte sagt att berdkningar med reella tal ar detsamma

som fysikaliska berdkningar, utan att det finns patagliga analogier. Dessa felberék-
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ningar, oavsett om de utférs for hand (manuellt) eller med en dator (maskinellt),
aterfors i slutdndan alltid pa helt vanlig rationell aritmetik: berdkningar med ra-
tionella tal. Baserat pa hur man pa det hér séttet i praktiken gar till viga vid
faktiska berdkningar med reella tal, kan vi formulera en generell princip for var-
je utvidgning av en operation, som atminstone ar (kontinuerligt) definierad for

rationella tal.

Lat oss hiarmed anvanda
*

som en variabelsymbol for nagot av de fyra réknesétten 4+, —, -, / eller nagon annan
operation som &r kontinuerligt definierad for rationella tal. Den allménna principen

kan vi kalla utvidgningsprincipen for R (eller utvidgningskriteriet —)°:

[11] Ldt a och b vara reella tal. Om a = q, €, och b= q, & €y, sG ar q, * qp ett
ndrmevdrde till axb inom felgransen e* (eller felgranserna €7, €% ). Felgrinsen
e* dr en funktion av approximationerna till a och b och dessutom gdller att

denna gar mot noll da felgrinserna €, och €, © ndrmevdrden gar mot noll.

Antag exempelvis att operationen  dr addition (x = +). Da ar

et =¢,+ ¢

Detta inses baserat pa en analys av viarsta—fall-scenario for approximationen g, + gy
till det reella talet a + b; helt i analogi med motsvarande virsta—fall-analys for

summan av tva fysikaliska métvirden med givna felgranser.

Ovanstaende tva problem utgor alltsa konkreta exempel pa anvindning av utvidg-

ningsprincipen. Lat oss titta pa tva ytterligare exempel:

Problem 4. Enligt uppgift ar det reella talet a = 3,6+ 0,2 och b = 17,24+ 0, 1.
Beriékna: (a)a+0b (b)a—0b (c)a-b

Losning: (a) a+b=(3,6+0,2)+ (17,2+0,1) = (20,8 £0,3)

I detta fall &r operationen x = + och €™ = ¢, +¢,=0,2+0,1 =0, 3.
(bya—b=(3,6+0,2)—(17,2+£0,1) = —13,6+0,3

Felgransen e~ = ¢ =0, 3.

(c) 1. ¢ = 3,6-17,2 = 61,92 ~ 61,9 &r ett narmevarde till ab inom ett visst

felintervall. Lat oss forsoka bestamma detta intervall.

9F6r att understryka att e* #r en funktion av a, b, €, savil som &, vore ett for matematisk
analys typiskt skrivsitt e* = €*(a, b, eq,p)-
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2. Det minsta mdjliga varde som ab kan ha givet informationen om nérmevardena
till a och b ar

(3,6 —0,2)-(17,2—-0,1) =3,4-17,1 = 58,14
3. Det storsta mojliga varde ab kan ha ar
(3,6 +0,2)- (17,24 0,1) =3,8-17,3 = 65,74

4. Vi far att e} = 61,92 — 58,14 = 3,78 ~ 3, 8.
5.¢f =65,74— 61,92 = 3,82 < 3,9.

6. Om vi sitter € = 3,9 har vi atminstone narmevardet
ab=61,9+3,9

Som vi ser sprider sig felet mycket mer vid multiplikation &n vid addition och
subtraktion. [

Problem 5. Hur stort kan felet vara i en berdkning av omkretsen for en cirkelbana
med diametern 1000 m, ifall man anvinder ett ndrmevérde till 7 med tva korrekta

decimaler?
Lésning: 1. Att 7 ar 3,14 till tva decimaler medfor att 3,14 < 7 < 3, 15.

2. Multiplikation av olikheten i (1) med 1000 ger

1000 - 3,14 < 1000 - 7 < 1000 - 3,15
3140 < 10007 < 3150

3. Rad (2) medfor att felet i berdkningen som hogst kan vara 10 meter. O

Problem 6 (fysik). Newtons andra lag definierar ett samband mellan den klassis-

ka mekanikens begrepp kraft, massa och acceleration (hos en partikel /kropp):
F=ma

Antag att F = +/5 N och m = 3,31 kg. Berikna accelerationen a m/s?.

Lésning. 1. Vi kan vilja ett ndrmevirde till v/5 till tre decimaler:

V5 =2,236. ..
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2. Massan ar angiven med tre géllande siffror, varfér vi enligt konventionen for
gillande siffror utgar ifran att den sista siffran &r oséker, med foljande felgrin-
ser:

m = 3,31 £0,01 kg

3. I det undre vérsta—fall-scenariot far vi
a=F/m=~2236/3,30 =0,67757...

4. T det Ovre virsta—fall-scenariot far vi istéllet
a=F/m~2236/3,32=0,67349...

5. Med tva decimalers noggrannhet har vi att a = 0,67 m/s%. O

Genom en utvidgning av rationell aritmetik erhaller vi sa reell aritmetik. Och sjilva
kérnan, den barande idéen i den ar approximationen. En approximation som gors
med rationella tal och i synnerhet decimaltal. — Det &r i den hdr meningen man
kan kalkylera med reella tal (och utféra massiva numeriska datorberikningar med
dem).

2.4.3 Kvadratrotter: approximationsregeln och nagra riaknelagar

Kvadratroten ur ett icke-negativt reellt tal a definieras som det icke—negativa
reella tal b som dr sadant att b> = a. Den sedvanliga beteckningen for kvadratroten
ar

Va
I vissa fall &r kvadratroten ett rationellt tal, men det vanligaste fallet ar att kvadra-
troten &r irrationell.

Exempel 13. Har dr nagra exempel pa rationella kvadratrotter:

VO=0; V1I=1; V4=2 v9=3
V0,01 =0,1; /0,04=0,2; /0,09=0,3
V4/25 =2/5; 1/9/64 =3/8; /25/49 =5/7
O
Exempel 14. \/§, \/§, \/57 V7 , V11 &r exempel pa irrationella kvadratrétter. Ingen

av dem kan uttryckas exakt som ett enda brak. Faktum ar att roten ur ett primtal
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alltid &r irrationell.’® O

Foljande ar ett enligt modern aritmetik matematiskt giltigt pastaende om de reella

talen:

[12] For varje positivt reellt tal a existerar ett entydigt bestamt positivt reellt tal
Vva med egenskapen att (/a)? = a.

Det foljer att ekvationen

ar losbar i R {or varje a > 0.

P& grund av hur negativa tal och rikning med negativoperatorn (—a) ér defini-
erade dr produkten av tva negativa tal alltid positiv. Givetvis ar kvadraten pa
varje positivt tal ocksa positiv. Det medfor att det inte finns nagot reellt tal vars
kvadrat ar negativ. Alltsa ar det heller inte mojligt att dra kvadratroten ur nega-
tiva tal, sa ldnge man ror sig inom det reella talsystemet. Om man daremot gar
over till de komplexa talen C, en algebraisk utvidgning av de reella talen, sa &r det
mojligt.

Vi sammanfattar i en display:

Inom det reella talomradet dr kvadratroten ur ett negativt tal odefinierad. Om man,
av nagon anledning, behéver kunna handskas med kvadratroten ur ett negativt tal

sa far man ga éver till det utvidgade talomradet komplexa tal.

De komplexa talen &r mycket patagligt en sorts matematisk uppfinning, i likhet
med introduktionen av negativa tal. De utgor ett anviandbart verktyg bade i viss
matematisk problemlésning och i olika sorters tillimpningar av matematik, sasom

datorgrafik, elektronik och kvantfysik.

Den praktiska fraga vi nu slutligen har kommit fram till och behover stélla oss ér

fraga 2:
"Men hur gor man for att faktiskt berdkna kvadratroten ur ett tal?”

Lat oss titta pa nagra exempel, dir vi bestdmmer narmevéarden till kvadratroten

ur ett positivt heltal:
Problem 7. Beriikna /7 till tva decimaler.

Lésning: 1. Vi borjar med att uppskatta /7 upp till heltal. Det storsta heltal vars

0Bevis for detta finns i artikeln Klassifikation av irrationella ritter i del II av Den forsta
matematiken.
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kvadrat ar mindre an eller lika med 7 ar 2:
2 =4<7<3?=9

Upp till heltal dr 2 det bésta ndrmevérdet till /7.

2. Nu uppskattar vi roten till en decimal (efter decimalkommat). Lat oss prova

med 2,5 och sedan ga uppat eller nedat:

2,52 =6,25 <7
2,6°=6,76 <7
2,77 =7,20>7

Stopp! v/7 upp till en decimal &r alltsa 2,6.

3. Slutligen till tva decimaler. Lat oss prova med 2,65 och sedan ga uppat eller

nedat:

2,652 = 17,0225 > 7
2,64% = 6,9696 < 7

Stopp.
4. Slutsats: v/7 till tva decimaler &r 2,64, eller, v/7=2,64... 0

Légg marke till att sjalva approximationsregeln (—villkoret, -metoden) &r att om
kvadraten pa ett givet decimaltal dr mindre an 7, sa ar det tillatet att sdga att
decimaltalet fr 'mindre &n’ v/7; om kvadraten &r storre dn 7, sa dr det tillatet att
siga att decimaltalet &r ’storre &n’ /7. Ovanstéende dr ett exempel pa en metod
for berdkning av kvadratroten ur ett tal inom en viss angiven felgrins eller till
si och sa manga decimaler. Det ar inte den mest effektiva metoden for berédkning
av kvadratroten, men den fungerar och den visar pa nagot av rent principiell
betydelse.

Den algoritm som skissas i exempel 14 ar relativt ldtt att implementera pa en
dator (skriva ett datorprogram for). Det finns andra algoritmer for berdkning av
narmevarden till kvadratroten ur ett tal, som tillater manuell uppstéallning i likhet
med liggande stolen och andra metoder for division. Jag overlater pa den ldsare

som ar intresserad att fordjupa sig i detta &mne pa egen hand.

Pa liknande siatt som med de fyra raknesédtten kan vi nu, baserat pa ovanstaende

och andra liknande paradigmexempel, formulera en generell princip eller regel for
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hur symbolen ’kvadratroten ur’ far anvandas for reella tal. Sahéar lyder, vad vi hér

kallar for, approximationsregeln for kvadratrotter:

[13] Ldt a vara ett positivt reellt tal. Da gdller att
G <Va<q = q%<a<q§

for alla positiva rationella tal ¢, och qs.

I det fall ¢*> = a for nagot positivt rationellt tal ¢ giller per definition att ¢ = \/a;
principen [13| tar hand om det irrationella fallet. Denna regel &r egentligen allt
man behover ha med sig for att kunna bestdmma kvadratroten till si och sa manga

decimaler.

Genom att pa scenen introducera en symbol \/5, \/5, \/5, och utvidga de rationella
talen med den &r dess ’existens’ garanterad av sjilva talsymbolen och reglerna for
dess approximation: "hur mycket’ kvadratroten ur tva ar kan approximeras, i enlig-
het med ett schema for narmeviardesberdkning, och denna approximationsmetod
rymmer inte nagon matematisk grans for hur litet felet i narmevérde kan bli —
forutom noll. Var uppmaérksam pa att vi lika gdrna hade kunnat formulera reglerna
for kvadratrotsapproximation i den hér stilen:

Om qi < a < g3, for nagra positiva rationella tal g, och qo, si dr det tilldtet att

saga att “q; ar mindre dn kvadratroten ur a” och “kvadratroten ur a dr mindre dn

2

q2".

Skillnaden bestar i att medan [13] faktiskt utgor en sats av formen ’teorem i
matematisk analys’, sa haller sig det senare pastaendet inte inom de linguvistiska
former som den matematiska satsen normalt anpassas till. Men alltjamt har vi att
gora med nagot liknande en definition eller axiom for kvadratrotter: en grammatisk
anméarkning med Wittgensteins ord.

Exempel 15. Vi har att
1,412 = 1,9881 < 2

och
(1,41 +0,01)* = 1,42% = 2,0164 > 2.

Enligt approximationsregeln for kvadratrotter ar 1,41 < /2 < 1,42. Med andra
ord dr v/2 berdknat till tva decimaler 1,41. O

I arbetet med att ldra sig elementér algebra ar det dessutom viktigt att behérska

nagra allméanna riakneregler for kvadratrotter:
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[14] Lat a och b vara positiva reella tal:
la] va-vb=+a-b
[b] Va/Vb=/a/b

Bevis for dessa samband bestar i att visa att vénsterledet i (i) respektive (ii)
uppfyller definitionen av kvadratroten i hogerledet:

14(a): Enligt de rékneregler for R som arvsprincipen medger har vi att
VI? = (Va- VB = (Va- Vi) - (Va - VB) = (Va)? - (VB = ab

Eftersom kvadratroten ur ett reellt tal ar entydigt bestdmd enligt [12] foljer att VL =
HL.

14(b): Visas i analogi med pastaende (a). O

Problem 8. Berikna: (a) v/40-/0,4 (b) +/1000/+/10

Lésning: (a) Ur [14] foljer att

VA0 /0,4 =1/40-0,4=+/4-10-4-0,1 = V42 =4

(b) v/1000/+/10 = 1/1000/10 = /100 = v/10% = 10
Problemet ar 16st. [

Problem 9. Forenkla det algebraiska uttrycket

v 18ab?
V2a

for a,b > 0.

Lésning: Raknelagar for de fyra raknesdtten och kvadratroten ger:

18a0? 18ab?
\/\/8; - 82‘; — VO =9 V2 = 3b
a

Mer &n sa gar inte att forenkla. [
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3 Kommentarer

3.1 Matematisk fordjupning
3.1.1 Talet 7

Forutom diagonalen och sidan i en kvadrat ar ett annat exempel pa inkommensu-
rabla storheter omkretsen och diametern i en geometrisk cirkel. Detta matematiska
faktum lyckades matematiker inte bevisa forrédn sa sent som pa 1800-talet. Dar-
emot kan man sdga saker i stil med: "Omkretsen dr over tre ganger sa lang som
diametern” och "Omkretsen av cirkeln forhaller sig till diametern pa ett ungefér

som tjugotva till sju”.

Enligt den traditionella definitionen anges storleksforhallandet mellan omkretsen
och diametern av talet 7 (den grekiska bokstaven 7" inférdes dock inte som be-
teckning forrén pa 1700-talet). Braket 22/7 = 31 &r en évre gréns till 7 och utgér
en av Arkimedes berémda approximationer. Den undre grénsen faststéllde han till
223/71 = 3%. Efter Arkimedes har vi alltsa approximationen:
3% << 3;
En instdngning av 7 mellan tva rationella ndrmevarden, av typen brak som fak-
tiskt inte kan uttryckas exakt som decimaltal (!). Decimalutveckling av braken ger
de decimala ndrmevéardena 3;—(1) = 3,1408... och 3% = 3,1428. .., vilket betyder
att
3,14 <m<3,15

Med andra ord é&r talet m berdknat till tva decimaler 3,14:

T=3,14...

Med ett sprak for decimaltal till hands kan vi konstatera att "Cirkelns omkrets
pa ett ungefar ar 3,14 av diametern”. Narmevarden till 7 har med datorer idag
berdknats till flera hundra miljarder decimaler; &ven om det, som sagt, inom na-
turvetenskap och ingenjorskonst récker gott och vil med farre dn 50 decimaler till

m, aven vid berdkningar pa astronomisk eller subatomér skala.

I geometriundervisningen pa gymnasium och hogskola later man det normalt vara

underforstatt att storleksforhallandet mellan omkretsen och diametern i en geo-

47



metrisk cirkel ar en matematisk kvantitet, som dessutom pa ett entydigt satt gar
att approximera med brak (decimaltal) till vilken noggrannhet ¢ > 0 som helst. —
Men hur gér man egentligen for att berdkna decimaler till 7, och i vilken mening
kan man ’vara sdker’ pa att approximationen till godtyckligt antal decimaler alltid

i princip later sig goras?

Att m > 3 dr ganska sa liatt att inse genom f6ljande resonemang:

1. Lat en cirkel vara given. Konstruera en hexagon inuti cirkeln.

2. Forbind hexagonens horn med med cirkelns medelpunkt. Detta ger 6 stycken liksidiga

trianglar, som alla har sidan 1 radie. Se figur 10.
3. Hexagonens omkrets raknar vi till 6 radier, vilket ar lika mycket som 3 diametrar.

4. Men cirkelns omkrets &r storre d&n hexagonens. Alltsa dr cirkelns omkrets stérre dn

dessa 3 diametrar.
Att ™ < 4 ar ocksa latt att inse:

Omskriv cirkeln med en kvadrat. Kvadraten har fyra sidor, var och en en diameter lang.
Kvadratens omkrets &ar alltsa 4 diametrar, och uppenbarligen dr kvadratens omkrets

storre an cirkelns.

Med liknande men lite mer komplicerade geometriska resonemang, som dock inte
forutsatter mer an elementar geometri av typen Pythagoras sats, nar man sa sma-
ningom fram till Arkimedes approximationer. Jag overlater pa lasaren att fordjupa

sig i temat klassisk geometri och uppskattning av 7 i man av intresse.!!

Med moderna analytiska metoder har man tagit fram formler, som visar hur ap-
proximationen av 7 kan goras, i princip till varje givet antal decimaler. (Det f6-
rekommer i vissa framstéllningar av matematiken att talet m definieras analytiskt
och inte geometriskt. Dessa formler bildar da utgangspunkten fér mdéjligheten av
att uttala sig om 7 inom den bestdimda framstéllningen.) Aven om lisaren inte kan
eller planerar att gora sa mycket med dessa formler i nuldget, kan det &nda vara

intressant att fa nagot exempel pa hur de kan se ut.

En del berdkningar av decimaler till m utgar fran taylorutvecklingen av funktionen

HEtt tips pa videoforeldsning: "Finding Pi by Archimedes’ Method” av MathWithoutBorders:
https://www.youtube.com/watch?v=_rJdkhIWZVQ
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Figur 10: En cirkel med en diameter utritad samt en inskriven hexagon. Hexagonen
bildar 6 stycken liksidiga trianglar, vilka da var och en har sidan 1 radie. Bilden kan
anvindas for att askadliggéra approximationen 3 < w < 4.

arcustangens:

3 5 7

o0 _177,
arctanx:Zén_i_)lx%“:x_%_i_%_%_i_'“

n=0

Eftersom arctan(1) = /4 radianer ger insittning av x = 1 i taylorutvecklingen
och multiplikation med 4 i vinster— och hégerled att (*)
4 A + i +
T=4——4+-—=4...
3 5 7
En formel som bland annat Leibniz kom fram till. Har ger upprepning av dessa
enkla aritmetiska operationer successivt battre ndrmevarden till m, vilket gor det

mojligt att i princip bestdmma ett godtyckligt antal decimaler.

Exempel 16. Lat oss beridkna seriens delsummor till nagra termer:

80:4
=4 4—22~266
S T

2 4 7
5:= 25+ ¢ =3~ 3,47
53~ 2,90

Sg26 ~ 3, 143

Efter 626 termer borjar seriens delsummor att stabilisera sig, sa att 3,14 < s, <
3,15. 0
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Det finns mer effektiva formler fér 7—berdkning &n (*), men den fungerar i princip
och med den berdkningskapacitet en modern dator medger, sa &r behovet av ett

mycket stort antal iterationer inte omedelbart ett hinder.

Ett bevis for att 7 &r irrationellt framlades under andra halvan av 1700-talet
av matematikern Johann Heinrich Lambert. Mot slutet av 1800-talet lyckades en
annan tysk matematiker, Ferdinand von Lindemann, visa att m dessutom é&r ett sa

kallat transcendent tal, ur vilket omedelbart foljer att 7 &r irrationellt.

Vad det betyder for ett reellt tal att vara transcendent ar att det inte utgér en

rot till nagon algebraisk ekvation, alltsa en ekvation pa formen

p(z) =0

dir p(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,x™ dr ett polynom, med koefficienterna

ag, A1, 02, ..., 4, € Q.

Om man nu kan visa att 7 ar transcendent foljer omedelbart, trivialt att 7 inte ar
rationellt. Antag ndmligen motsatsen: att vi hade 7 = ¢ for nagra heltal a och b.

D4 skulle vi f4 7 som roten till ekvationen
br—a=20

Men detta motsiager det forhallandet att m &r transcendent. Slutsatsen ar att = ar

irrationellt.

Egenskapen hos ett tal att vara transcendent dr med andra ord en starkare egenskap
an den att vara irrationellt. Det innebér att om ett tal ar transcendent, sa dr det
irrationellt, medan det omvinda inte alltid giller. Exempelvis dr v/2 en rot till den
algebraiska ekvationen

2 —2=0

vilket visar att den omvanda implikationen inte galler generellt.

Bevisen for m:s transcendens ar for invecklade for att ga in pa héir, men det foljer
bland annat av nagot som kallas for Lindemann—Weierstrass sats ur den abstrakta

algebran.
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3.2 De reella talens historia
3.2.1 Jamforelser med den grekiska matematiken

I det grekiska matematiska ténkandet existerar vare sig 'reellt tal” eller ’irratio-
nellt tal” som sjéalvsténdiga talbegrepp. Inte heller hade man nagot tecken for talet
noll eller negativa tal. I geometrin talade man i termer av (storleks)forhallanden,
proportioner mellan geometriska storheter, sasom strackor, ytor och kroppar. Dér-
emot hade man inte det sprak for lingd, area och volym, sasom matt givet ett

visst val av langdenhet, som vi har i modern matematik.

Pythagoréerna, det samfund av filosofer, matematiker och mystiker som grundla-
des av Pythagoras, var linge av uppfattningen att det rackte med heltal och brak
for att uttrycka precis alla mojliga storleksforhallanden mellan geometriska storhe-
ter (eller mellan ldngden pa ljudintervall i musiken). I sjdlva verket tdnkte man sig
att universums fundamentala struktur och principer kunde forstas matematiskt —
faktiskt en valdigt fruktbar tanke om man ser till fysikens utveckling — och i syn-
nerhet i termer av de positiva heltalen 1,2, 3, ... Nagon gang under deras historia
gjorde pythagoréerna dock den matematiska upptéackten att det finns geometriska
storleksforhallanden som inte verkar kunna uttryckas exakt, analyseras i formen
av ett enda brak. Det enklaste klassiska exemplet pa det hér ar storleksforhal-
landet mellan diagonalen och sidan i en kvadrat. Ett annat idéhistoriskt viktigt
exempel dr det gyllene snittet, som ocksa intog ett slags esoterisk séarstallning for

pythagoréerna.

Eftersom uppfattningen att ’allt har i varlden’ skulle kunna uttryckas med hjalp
heltal eller som forhallanden mellan heltal (alltsa brak) var nagot av ett krav, en
forvantning pa verklighetens och matematikens harmoni, och inte bara en hypotes
som man var beredd att ge upp hur latt som helst och byta ut mot en annan,
var det har en svar insikt. Kanske mer rattvisande mot historien, kunde man séga
att denna upptéckt innebar en dppning av horisonten fér pythagoréerna, och for
senare grekisk matematik. Enligt den gédngse beréttelsen ska till och med en av de
invigda ha rakat véldigt illa ut efter att ha avslojat upptéickten for utomstaende;
jag vet inte om det hér ar sant eller om det bara &r en skrona, men det ar sa det

brukar beréttas. Det sdges att han dréptes genom drankning.

I den grekiska matematiken efter pythagoréerna kom man sa smaningom att om
varje par av geometriska storheter av samma sort (till exempel tva striackor) sé-
ga att de antingen ar kommensurabla, "jamforbara”; eller inkommensurabla, "ej

jamforbara”. Att tva storheter &r kommensurabla innebéar att storleksférhallan-
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det mellan dem later sig uttryckas exakt som ett enda brak. I detta fall gar det
verkligen att siga sadant som att "Den hér strackan forhaller sig till den dér som
fem till tva” eller "Den hér strickan ar fem halvor av den dér strackan”. Att tva
storheter dr inkommensurabla innebéar att det inte ar mojligt att helt matematiskt
exakt uttrycka storleksforhallandet som ett enda brak. Man far da noja sig med

ndarmevéarden (vilket visserligen for alla praktiska behov ar tillrackligt).

3.2.2 Renissansen och den naturvetenskapliga revolutionen under 1600—
talet: decimalsystemets framtriadande pa den europeiska scenen

och den newtonsk—cartesiska konceptionen om ett tal.

Decimala positionssystem for representation av heltal och decimaltal (och till och
med negativa tal) férekommer i Indien och Kina och andra kulturer langt tillbaka i
historien, i Kina sa langt tillbaka som tiden for Kristi fédelse. I Europa anvéinds det
romerska talbeteckningssystemet en bra bit upp i medeltiden. De hindu—arabiska
siffrorna 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 och decimalsystemet introduceras i Europa av den
italienske matematikern Leonardo av Pisa (Fibonacci) i dennes verk Liber Abaci
("Boken om riaknekonsten”) tryckt ar 1202. Han hade fatt ldra sig siffrorna och
vart darmed foérbundna talbeteckningssystem genom kontakten med arabiska han-
delsmén, som i sin tur hade tillignat sig det av indierna en gang i tiden. Aven om
det fanns ett motstand bland affirsmén och statsmén infor att anvinda det nya
systemet, borjar man gradvis véanja sig vid det under sen medeltid och renéssans.
Ar 1585 publicerar den flamléndske mangsysslaren Simon Stevin boken De Thien-
de ("Tiornas konst”), som infoér en ny notation for decimalbrak (alltsa decimaltal),

behandlar decimalbraksriakning och foresprakar det nya talsystemet.

I den europeiska matematikens utveckling fran 1600-talet och framat véljer man
att rora sig forbi heltalen och braken till ett &nnu vidare talbegrepp som ocksa ska
ta hand om inkommensurabla storheter och kvantiteter sasom /2. Denna forvand-
ling av matematiken beror dels pa att matematikerna nu har upptackt algebrans

anvindbarhet och dels pa decimalsystemets framtriadande pa scenen.

I det engelska originalet lyder det citat som Overséitts i avsnitt "Newtons beskriv-

ning av det reella talet™

By number we understand not so much a multitude of unities, as the ab-
stracted ratio of any quantity, to another quantity of the same kind, which
we take for unity. And this is threefold; integer, fraction, and surd: An inte-
ger, is what is measured by unity, a fraction, that which a submultiple part

of unity measures, and a surd, that to which unity is incommensurable.
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Newtons beskrivning av number ligger néra den "naturliga” forstaelse av begreppet,
enligt vilken det reella talet uttrycker en viss kvantitet, ett abstrakt storleksfor-
hallande, och dr mojligt att representera pa tallinjen. Detta utgér dock inte en
definition i den moderna matematikvetenskapens bemaérkelse, utan har mer karak-
tdren av att ringa in en allmén idé, en sorts visensdefinition. Newtons beskrivning
ar jamforbar med Euklides "En punkt ar det som inte har nagra delar” och "En
linje ar en langd utan bredd”. Det ar inte det att sadana beskrivande anméarkningar
till ett begrepp eller en symbol &r oviktiga for forstaelsen, men att de har en an-
nan roll i det matematiska tdnkandet, jamfért med moderna standarddefinitioner.
Den senare typen av definition utnyttjas explicit som nyckelsteg i samband med

bevisforing, vilket inte &r fallet med Newtons beskrivning.

Emellertid sédger Newtons anmérkning fortfarande mycket viktiga, traffande saker
om hur man normalt tédnker i matematik, naturvetenskap och ingenjorskonst nér
man faktiskt jobbar med, handskas med, storheter i geometri, fysik, kemi och sa
vidare. I samband med matematisk modellering dr denna allménna, “intuitiva”,
forstaelse av de reella talen vasentlig. Det hor till kriterierna pa att ha forstatt det
reella talbegreppet att man kan anvianda det pa det hér séttet vid modellering av

verkligheten och vid geometrisk analys.

3.2.3 1800-tal: analysens aritmetisering, rigorositetsstravanden och de

mangdteoretiska konstruktionerna

Under 1800-talet kommer flera ledande matematiker att uppleva otillfredsstéllelse
med de gamla sétt att beskriva eller kiinneteckna talen som héanvisar till “stor-
heter”, "linjens kontinuitet” och "kontinuerliga kvantiteter”. Man brukar beskriva
upplevelsen som den av en allméan brist pa stringens, rigorositet med grundbegrep-
pen i analysen och matematiken 6verhuvudtaget. Man upplevde att matematiken
hade hamnat i ett lage dar det fanns ett behov av besinning pa dmnets sjilva
grundvalar. Detta sammanhéngde med insikten /upptéckten av icke—euklidisk geo-
metri och olika ovintade 'resultat’ av experimenterande med oéndliga serier och
kurvor. I analysen (teorin for gransvirden, funktioner, derivator, integraler, med
mera) utgick man fran samband som man inte hade nagot bevis for. Det fanns
ingen ordning upprattad for de reella talen, inom ett system av definitioner, axiom
och teorem. Den héar perioden i matematikens och vetenskapens historia, dar vara
moderna begrepp om funktion, gransvéirde, derivata, med mera, tog gestalt, brukar

kallas for analysens aritmetisering.

Ett av de tidiga forslagen pa en mer ’stringent’ beskrivning eller konstruktion av
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de reella talen var att helt enkelt forsdka definiera ett reellt tal som en oandlig
decimalserie, varefter de fyra réknesédtten och olika egenskaper hos decimalserier
definieras pa ett helt formellt, algebraiskt, sdtt. Den nackdel man upplevt med
den har vagen sasom konstruktion av de reella talen &ér dels att den ar otymplig
(bland annat pa grund av att man méaste kunna ta hand om decimalutvecklingar
som slutar i en odndlig f6ljd av 9:or) och dels nagot godtycklig (ad hoc). Aporpa
uppfattningen att ett "Ett reellt tal dr en odndlig decimalutveckling” skulle de

flesta matematiker sdga ungeféir sahar:

"Det vore mer korrekt att siga att varje reellt tal har en oandlig decima-
lutveckling, som &r entydigt bestdmd. Undantaget ar en decimalutveck-
ling som slutar med en odndlig foljd av 9:or, men i det fallet kan man
helt enkelt uttrycka det reella talet som ett enda decimaltal, punkt.
Men rent teoretiskt ar det inget speciellt med decimalutvecklingar: ex-
akt samma reella tal skulle ocksa kunna ges en oandlig bindarutveckling

till exempel.”

Det som i manga moderna larobocker och matematisk historieskrivning framstélls
som det verkligt stora genombrottet med den hér fragan "Vad ar ett reellt tal,
egentligen?” ar de sa kallade mdngdteoretiska konstruktionerna av de reella talen.
De tva mest fullstindigt genomarbetade konstruktionsmetoderna foreslogs under
1800-talet av tva tyska matematiker, med bara nagra ars mellanrum: Richard
Dedekind och nagot senare Georg Cantor. Cantors metod baseras pa cauchyfoljder,
ocksa kallat fundamentalfoljder, av rationella tal. Dedekinds metod baseras pa
dedekindsnitt i méngden av rationella tal. Det finns andra konstruktionsmetoder,

som paminner om eller ar variationer pa dessa tva.

Att dessa matematiker upplevde behovet av klargérande och uppstramning av
begreppen sa pass starkt som de gjorde handlade i stor utstriackning ocksa om
undervisningen pa tekniska hogskolor och universitet (vad jag forstar). Man kénde
att nér det géllde undervisningen om matematikens grunder for forstaarsstudenter
var man tvungen att sviva lite pa malet. Det fanns manga fragor som man inte
hade nagot riktigt bra svar pa: "Men hur vet ni att det dér gransvirdet verkligen
existerar?” med mera. Den tyske matematikern Richard Dedekind skriver i den
numera klassiska avhandlingen Stetigkeit und irrationale Zahlen ("Om kontinuitet

och irrationella tal”):

Det var hosten ar 1858 som min uppmaéarksamhet for forsta gangen kom
att dras till de iakttagelser och problem som nu utgér dmnet for den hér

uppsatsen. I egenskap av professor vid Tekniska Hogskolan i Ziirich fann
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jag mig for forsta gangen i mitt liv forpliktigad att halla foreldsningar om
differentialkalkylens grunder och d& kunde jag mer akut &n nagonsin tidiga-
re uppleva avsaknaden av genuint vetenskapliga grundvalar for aritmetiken

[min kurs.].}?

Aven idag skulle manga professionella matematiker — kanske majoriteten — ut-

trycka sig sahér:

"En verkligt rigoros definition av de reella talen och en logiskt strin-
gent framstéallning av deras kalkyl, utgar fran nagon méngdteoretisk
konstruktion ovanpa de rationella talen: med cauchyfoljder, dedekind-
snitt, eller nagot i den stilen. Det spelar egentligen ingen roll vilken kon-
struktion man véljer, eftersom de resultat man nar fram till i slutdndan
ar desamma: raknelagarna, ordningsegenskaper, grundldggande satser
i analysen, och sa vidare, kan etableras med vilken som helst av kon-
struktionerna. Som en algebraisk struktur (av typen fullstdndig arki-

mediskt ordnad kropp) ar de reella talen unik upp till isomorfi.”

Larobockerna till kurser i analysens grunder (de kurser i "mathematical analysis”
som kommer efter grundldggande “calculus” i en eller flera variabler) brukar ta
med nagot kapitel som gar igenom grunddragen i atminstone ett av dessa tva

konstruktionsforfaranden.

Lat oss titta lite ndrmare pa Cantors respektive Dedekinds metoder.

Cantors cauchyfoljdsmetod

Det finns en néra koppling mellan Cantors metod och férsdken att definiera de reel-
la talen i termer av odndliga decimalutvecklingar. Sjélva paradigmexemplet pa en
cauchyfoljd ar namligen en oéndlig decimalsummefoljd, sasom 0, 0.3,0.33,0.333, . ..
I allménhet &dr en cauchyfoljd en odndlig f6ljd av rationella tal som har den egen-
skapen att den ger intrycket av att konvergera, av att narma sig nagot slags grans-
varde, men utan att man for den delen alltid kan uttrycka det har gransvérdet
som ett enda brak. Cauchyféljden dr som en approximationsféljd av successivt
béattre narmevarden till 'nagot tal’, som &r sadan att approximationen kan goras

till godtycklig noggrannhet.

Cantors "trick” gar nu ut pa att definiera ett reellt tal som en viss typ av mangd av

cauchyfoljder, vad man kallar en ekvivalensklass i méngden av alla cauchyfoljder.

12Richard Dedekind, Essays On The Theory of Numbers, s. 1. Min 6versittning fran engelskan.
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Tva foljder som ingar i samma ekvivalensklass har egenskapen att de ger intrycket
av att konvergera mot exakt samma gransviarde. Det har ’ger intrycket av’ har en
teknisk betydelse som vi inte behover ga in pa hér (se artikeln De reella talen:

matematisk fortsdtining). Tag som exempel cauchyfoljderna av decimaltal:

1,1,1,1,1,1,1,. ..
0,0.9,0.99,0.999, 0.9999, 0.99999, 0.999999 . ..

Bada dessa ser ut att konvergera mot samma gransviarde: namligen talet 1. Allt-
sa ar de ekvivalenta, i Cantors mening, och representerar samma reella tal. Det

definitionsforslag som Cantor gav ser med andra ord ut sahér:
(4) "Ett reellt tal &r en ekvivalensklass i méngden av alla cauchyfoljder.”

Dérefter kan Cantor definiera de fyra réknesétten och olika egenskaper hos dessa
sasom mangder konstruerade "reella tal”, helt enkelt genom att istéillet definiera
operationer pa och egenskaper hos ekvivalensklasser av cauchyfoljder och visa att
dessa operationer och egenskaper ger det man ville ha redan fran forsta borjan:
att rdknelagarna ar uppfyllda, att varje positivt reellt tal har en kvadratrot bland
de reella talen, att varje reellt tal har en unik decimalutveckling, och andra sa-

ker.

Dedekinds snittmetod

Dedekinds metod gar, som sagt, istallet ut pa dedekindsnitt i de rationella talen.
Medan Cantors metod ligger néra idéen med decimalutvecklingar, ligger Dedekinds
idé ndrmare anknytningen mellan det reella talbegreppet och den geometriska for-
staelsen av reella tal som svarande mot punkter pa tallinjen och ordningsrelationen

< som en linjir ordning.

Ett (dedekind)snitt &r en uppdelning av méngden av rationella tal i tva del-
klasser, den undre A; och den 6vre As, som uppfyller villkoret att varje element
i den undre klassen &r strikt mindre an varje element i den Ovre klassen. Med

matematisk notation:
(i) AUA=Q
(i) g e AN el = ¢ <

Villkor (i) utséger att varje rationellt tal hamnar i antingen den ena eller den andra

av dessa klasser, och (ii) att varje element i den undre klassen &r strikt mindre &n
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varje element i den 6vre klassen. Sjilva snittet skrivs hos Dedekind som ett ordnat

par (Aj, As), och detta ar fortfarande den vanliga notationen.
Det definitionsforslag som Dedekinds metod medger ar nu det hér:

(5) "Ett reellt tal &r ett snitt (A;, As) 1 méngden av rationella tal Q. Om den
undre/6vre klassen har ett storsta/minsta element ¢, sa sdger vi att snit-
tet utgor eller korresponderar mot ett rationellt tal, ndmligen ¢g. Om saval
storsta som minsta element saknas i delméngderna, sa definierar snittet ett

irrationellt tal «.”

Dérefter kan Dedekind definiera de fyra riakneséitten och olika egenskaper hos de
sa konstruerade "reella talen”, genom att istéllet definiera operationer och egenska-
per pa snitt. Resultatet kommer aterigen att vara att samma formella riknelagar,
ordningsegenskaper och grundlaggande samband géller. Kvantiteten ’kvadratro-
ten ur tva’, till exempel, definieras som det dedekindsnitt v/2 = (A;, A;) i vilket
den undre klassen innehaller alla rationella tal vars kvadrat & mindre d&n 2 och
den 6vre klassen alla rationella tal vars kvadrat ar storre an 2. Med méangdlarans

skrivsatt:

A ={reQ:2*<2}
Ay ={reQ:2*>2}

Detta snitt motsvarar eller utgér da ett irrationellt tal, eftersom A; saknar ett

storsta element och A, ett minsta element.

For en mer detaljerad genomgang av Dedekinds eller Cantors metod, se listan med
forslag pa vidare ldasning. Dessutom finns det forstas gott om fri information om

amnet pa internet.

3.3 Logiska och filosofiska reflektioner

De tva viktigaste inspirationskéllorna inom (den vésterldndska) filosofin for mitt
eget matematikfilosofiska tankearbete har, férutom Platonismen och den moderna
formella logiken (med namn som Betrand Russell, David Hilbert och Kurt Gédel),
varit Ludwig Wittgenstein och den svenska filosofen Séren Stenlund (professor
emeritus vid Uppsala universitet). De flesta uppslag i den hér och en del andra av
mina texter kan uppfattas som utlaggningar utifran min sjalvstindiga lasning av
Stenlunds skrifter.
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3.3.1 En symbolisk representationsprincip?

Om man ldser det vi hdr har bendmnt approximationsprincipen helt bokstavligt —
sasom man kunde forestélla sig nagon ldsa en lagtext mycket pedantiskt — utséger
den noga réknat bara att reella tal kdnnetecknas av en viss egenskap: namligen
approximerbarhet med brak/decimaltal. Déaremot séger den ingenting explicit om
att det existerar nagot sadant som ett reellt tall Detta tycks innebéra att vi med
endast approximationsprincipen till hands inte har nagot villkor som ’garanterar’
att vissa reella tal ’faktiskt’ existerar: irrationella kvadratrétter, gransvirdet till

en decimalsummefoljd, talet e, med mera.

Den fraga vi déarfor ska relatera till i det hér fordjupande avsnittet &r den hér,
fraga 3:

55

"Men hur vet man egentligen att tal som /2, 7 eller e*% ens existerar,

ar valdefinierade?”

I det hér avsnittet vill jag antyda ett siatt att ndrma sig den héar fragan om det
reella talets existens, som &ar en smula oortodox, atminstone jamfért med den ax-
iomatiska approach till de reella talen som utmérker de flesta larobocker i grund-
laggande analys, dar man for den teoretiska framstéllningen (typiskt i nagot av
larobokens appendix) inleder med att bara fastsla de reella talens fullstandighets-
egenskap, i formen av supremum-— eller monotonitetsaxiomet. Beskrivningen hér
har egentligen karaktdren av en fundering, en fragestéllning, och inte av ett direkt
pastaende. Den har viktiga beréringspunkter med de mangdteoretiska ansatser till
logisk framstéallning som gar under rubriken "méngdteoretisk konstruktion av de
reella talen”, varav de tva mest frekventa ar Dedekinds snittmetod respektive Can-
tors cauchyfoljdsmetod. Grundritningen fér dessa gar vi igenom i den historiska
delen, men detaljerna Gverlater jag till lasaren att fordjupa sig i efter intresse. Jag

skriver &ven lite mer om dem i andra sammanhang.

Den visentliga skillnaden har ar dock att jag inte vill betona eller fasta nagon
vikt vid att ’konstruktionen’ formuleras med stod av den terminologi och notation
som hor till méangdlaran. Istédllet kommer vi att rora oss med och inom féljande

vokabular:

symbol, kvantitet, kvantitativ, approximation, felgrians, noggrannhet,

regler, villkor

med mera. Det finns olika anledningar till att jag foredrar den hér rutten, fram-

for nagon specifik mangdteoretisk konstruktion, varav den viktigaste ar att jag
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upplever den som principiellt mer klargorande.

Om vi med vilande blick betraktar dels lejonparten av matematisk praktik, sadan
den ser ut bade i tekniska och vetenskapliga tillampningar savil som ren matema-
tisk forskning, och dels de klassiska mangdteoretiska konstruktionerna, sa kommer

man att kunna ldgga marke till foljande omstéandighet:

Om S dr en kvantitativ symbol som uppfyller approximationskriteriet, sa kommer
det inom matematiken vara tillatet att sdga att S ’dr ett reellt tal’ alternativt re-
presenterar ett reellt tal’ eller 'korresponderar mot ett reellt tal’; ett reellt tal vars
‘existens’ saledes dr garanterad. Detta ’reella tal’ satisfierar exakt samma villkor,

regler, metoder for approrimationen som symbolen S.

I praktiken anviands samma beteckning for ’det reella tal’ som S representerar som
for den redan givna symbolen S. Samtliga mangdteoretiska konstruktioner av R

utgar i sjalva verket fran denna normbildande princip.

Om man exempelvis kan konstatera att ”S &r storre &n 1,5 men mindre dn 1,67,
sa ar det tillatet att om det motsvarande reella talet siga att det ar storre an 1,5
men mindre &n 1,6. For att fortydliga: villkoret &r att S &r nagon sorts kvantitativ
symbol, for vilken det finns offentliga regler for dess approximation, regler som
eventuellt ska forstas pa ett abstrakt, schematiskt, sétt. Exempel utgor forstas tal-

symboler som v/2, v5+3, 7, o, e, men ocksd mer sammansatta uttryck sasom

1 6—(&0—777,)2/202
oV 2T

Varje symbol som uppvisar egenskapen ’entydig approximerbarhet med brak’ kom-

mer sa att sdga att avyttra ett reellt tal som det vore ett minnesmérke.

Det kursiverade pastaendet ar alltsa en explikering, en kirnfull summering, av
ett drag hos géllande praxis i modern matematik, som hédnger ndra samman med
fullstdndighetsegenskapen. Pastaendet skulle varken rdknas som ett axiom, en de-
finition eller ett teorem, enligt de lingvistiska former som dessa forvintas vara
anpassade till. Det ar istéllet en kriteriebeskrivning som aterspeglar en kedja av
beslut som fattades inom matematiken under dess historiska utveckling, atminsto-
ne sedan andra halvan av 1800-talet. Man skulle kunna ténka sig att dopa denna
specifika kriteriebeskrivning till den symboliska representationprincipen (el-

ler — representationskriteriet) for R.

For att gora podngen med denna explikering tydlig kan vi lata nagra exempel tjdna

som illustrationer.
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Exempel 17. De rationella talen bildar en delméngd av de reella talen. Att varje
givet rationellt tal ¢ far ségas utgora, representera eller korrespondera mot ett
bestamt reellt tal kan sédgas ’félja’ ur representationskriteriet av att varje givet
rationellt tal ar sin egen bésta approximation och att detta "narmevérde” dessutom

géller till vilken noggrannhet som helst (inklusive noll). O

Exempel 17 innehaller det visentliga steget i Cantors cauchyfoljdskonstruktion av
Q som delméangd av R.

Exempel 18. Kvadratroten ur tva berdknad till tre decimaler ar 1,414. Detta

innebéar att
1,414 < V2 < 1,415

Man kan alltid finna decimala ndrmevéarden vars kvadrater stanger in talet 2 inom
ett intervall, vars bredd i sin tur mer och mer narmar sig noll (4ven om den aldrig

blir precis lika med noll):

’=1<2<2*=4
1,4*=1,96<2<1,52=2,25

1,412 = 1,9881 < 2 < 1,42% = 2,0164
1,414* = 1,999396 < 2 < 1,415 = 2,002225

Dessa successiva narmevirden utgor allt finare approximativa losningar till ekva-
tionen

22 =2

Lagg marke till att den implicita approximationsregeln har ar att om kvadraten
pa ett givet decimaltal d&r mindre dn 2, sa ar det tillatet att sdga att decimaltalet
ar ‘mindre &n’ v/2; om kvadraten &r storre dn 2, sa dr det tillatet att siga att
decimaltalet dr ’storre an’ V2. v/2 utgér med andra ord en kvantitativ symbol,
en talsymbol, som pa ett entydigt sdtt later sig approximeras med brak inom
varje given felgrins storre &n noll. Ur representationsprincipen ’foljer” aterigen att

symbolen 'v/2” utgér, representerar, korresponderar mot ett 'reellt tal’ betecknat:

V2. O

Dessa och liknande exempel innehaller "pa ett dolt satt” det vasentliga steget i De-
dekinds konstruktion av v/2 som ett visst slags snitt i den rationella tallinjen. Man

skulle formellt kunna introducera en abstrakt symbol S = S[v/2] med egenskapen
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att
i) ¢*<2 < q< 8
(i) *>2 < ¢>S

for alla positiva rationella tal g. Denna symbol har alla énskvéirda approximations-
egenskaper och enligt den symboliska representationsprincipen motsvarar den ett
reellt tal. Detta reella tal kunde man da definiera som /2. I Dedekinds klassiska
konstruktion sker den formella symbolintroduktionen i méngdlérans terminologi
och notation. (Men den fraga man skulle kunna stélla idag ar av vilka skil det
ar nodvandigt att utfora konstruktionen via méngdléaran? Kan inte symbolen kon-

strueras direkt genom att ange villkor for approximationen?)

Liknande konstateranden kan goras for v/3,v/4, /5 och sa vidare, kort sagt, for

varje naturligt tal n. Med andra ord séger vi att ekvationen

alltid ar 'mojlig att 16sa i de reella talen’. Det enda fall som ger en rationell

kvadratrot ar da n ar kvadraten pa ett annat heltal.

Exempel 19. Det giller som en grundlaggande regel i klassisk geometri att varje
par av striackor AB och C'D kan jamforas med varandra och att det bestdmda stor-
leksférhallande som rader mellan AB och C'D entydigt later sig approximeras med
brak till varje noggrannhet forutom noll. Kalla storleksférhallandet for S. Givet
ett godtyckligt rationellt tal ¢ ar det alltsa, i den geometriska kalkylen, 'mojligt
att siga’ om S huruvida det dr mindre, lika med eller storre &n ¢. Den geometriska
regeln i férening med representationsprincipen innebar att S motsvarar ett reellt
tal.!3 Givet ett visst val av stricka OF som ’lingdenhet’ kan nu varje annan stric-
ka AB tilldelas ett reellt tal |[AB| kallat ’lingden’ av AB i enheten OF, definierat
som storleksforhallandet mellan AB och striackan OFE. Detta ér forstas principen

for tallinjen. [

3.3.2 Decimalutvecklingens summa som symbolisk konstrukt

Lat oss betrakta en generell decimalutveckling

N, dydyds . . .

I3 Att par av strickor alltid kan séttas i 1-1-korrespondens med reella tal forekommer ofta som
ett av axiomen i moderna axiomatiseringar av klassisk geometri.
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dar N &r ett naturligt tal och d; ar en siffrorna 0,1,...,9, for ¢« = 1,2,3,...
Som sagt, en decimalutveckling uppfattas i matematikvetenskapen egentligen som
beteckningsséttet for en oéndlig talfoljd (inte som ett specifikt tal), en decimal-

summefoljd, som vi kan beteckna {D,, }:

Dy =N
D, =N,d,

Dy = N, dyds
D3 = N, dydsds

N éar ett naturligt tal och varje D;, for j =0,1,2,3,.. ., dr ett decimaltal.

Vi skulle nu helt schematiskt, formellt-algebraiskt kunna introducera en sym-
bol
D = D[{Dy}]

med foljande for symbolen definierande villkor:
(i) D, <D
(i) D < D, +10™"

for varje naturligt tal n. Detta ar vad som redan ligger implicit i idéen med en
decimalutveckling: for varje element D,, i decimalutvecklingen ar det tilldtet att
saga att den &r mindre &n eller lika med ’den totala summan’ D, och sa vidare.
Dessa regler bestammer i sjilva verket approximationsvillkor for den formella sym-
bolen D, som tillater narmevirdesbestamning till varje given noggrannhet ¢ > 0.
Man skulle forslagsvis kunna séga att D ar en symbolisk konstrukt (jamfor med

Hermann Weyl).'

Enligt representationsprincipen finns det ett reellt tal som motsvarar D, i det

14G5ren Stenlund skriver:

Symbolical construction, in which the symbols, in themselves, do not always sig-
nify anything accessible as intuitive experience, is henceforth Weyl’s mathematical
approach in theoretical physics. The great importance he attached to this new sym-
bolic orientation is clear from the following state- ment: ”[...] only in mathematics
and physics, as far as I can see, has sym- bolic-theoretical construction acquired
sufficient solidity to be convincing for everybody whose mind I open to these sci-
ences.”

Ur artikeln "Contemporary physics and symbolic mathematics” (s. 83), i samlingen The Origin
of Symbolic Mathematics and the End of the Science of Quantity (Uppsala Philosophical Studies
59).
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att det satisfierar exakt samma approximationsvillkor som den symboliska kon-
strukten. For enkelhetens skull véljer vi ocksa samma beteckning for det reella
talet, ndmligen D. Hér har vi faktiskt principskissen for Dedekindkonstruktionen

av summan D till en decimalserie.

Exempel 20. Lat oss titta pa den specifika decimalutvecklingen
0,10110111011110...

Den bestar av strangar av siffran 1 av teckenléngd 1,2, 3, ... atskilda av O:or. (Jag
vet inte om denna har nagon konkret praktisk betydelse utanfor matematiken, hér
tar vi den bara som illustration till en allmén idé.) Eftersom decimalutvecklingen
ar aperiodisk, kan vi omedelbart konstatera att den inte kan representera nagot

rationellt tal. Utvecklingens motsvarande decimalsummefoljd {D,,} &r

Dy =0

Dy =0,1

Dy = 0,10
Dy = 0,101
Dy = 0,1011
Ds = 0,10111

Formellt kunde vi nu introducera en symbol D med de approximationsvillkor som

anges 1 foregaende exempel. Sa kan vi exempelvis siga saker som:
"D till 4 decimaler &r 0,1011”,
”D &r storre dn 0,1011017,
"D ar mindre 0,11".

Om det hypotetiskt fanns ett behov av den i nagot naturvetenskapligt eller tekniskt
sammanhang kan man for alla praktiska syften, och utan stérre moda, approxime-
ra den till onskat antal decimaler. I enlighet med representationskriteriet utgor,
representerar, motsvarar den symboliska konstrukten D ett reellt tal D. Dessutom

galler att det reella talet D &r irrationellt. [

Kanske kunde man séiga att ’existensen av decimalutvecklingens summa’ inom
matematiken ar av en symbolisk karaktéar? Det hor atminstone inte till de normala

kriterierna pa att man har 'beméstrat’ modern matematik — i bemérkelsen blivit
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skicklig pa berdkningar, hantering av algebra, lart sig vektorgeometri och matriser,
kan tillimpa matematiken inom fysiken, med mera — att man tar stéllning till
en fraga som den om decimalseriens summa, kvadratroten ur tva, talet e, och
sa vidare, existerar i nagon annan ontologisk bemérkelse av ’existens’. Den fragan
forefaller hamna utanfor sjalva matematiken som vart gemensamma kulturarv, dess

teknisk—vetenskapliga tillampningar, berdkningar, modeller och teorem.

3.3.3 Samband med de reella talens fullstindighetsegenskap

Det hér teoretiska, formella behovet av nagon sorts existensgaranti hanger alltsa
niara samman med det som kallas fér de reella talens fullstiAndighetsegenskap.
I de moderna larobocker i matematisk analys for hogskola och universitet som finns
pa bokmarknaden, ér det (dtminstone sedan andra halvan av 1900-talet) inte alls
ovanligt att man presenterar fullstdndigheten under den allménna rubriken “aziom

for de reella talen”.

Fullstdndigheten motsvaras (bland annat) av tva villkor, som ocksa brukar ga un-

der namnen "axiom”. Det ena heter monotonitetsaxiomet och utsiager att:

[15] Varje vazande men uppdt begrinsad oindlig foljd av reella tal har ett grins-

vdarde 1 R.
Monotonitetsaxiomet foljer fran ett till synes svagare antagande:

[15'] Varje vizande och uppat begrinsad odandlig foljd av rationella tal (brak) har

ett gransvdirde 1 R.
vilket foljer ur ett dnnu svagare antagande:

[15"] Varje vizande och uppdt begrinsad oandlig foljd av decimaltal har ett grins-

varde 1 R.

Eftersom implikationen at hoger ar trivial, innebar detta med andra ord att egen-
skaperna [15], [15'] och [15"] &r matematiskt ekvivalenta. Vi ser alltsa att monoto-
nitetsaxiomet star i ndra samband med tanken att reella tal kdnnetecknas av sin

mojlighet till decimalutveckling.
Den andra axiomformuleringen brukar kallas for supremumaxiomet:

[16] Varje uppit begrinsad mingd av reella tal har en minsta ovre grins (supre-

mum) i R.
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Ett annat ord for detta matematiska samband &r Dedekinds fullstindighetsax-
iom. Denna minsta 6vre grans kallas ocksa for minsta majorant eller supremum
till M och betecknas

sup M

Liksom &ar fallet med monotoniteten dr supremumaxiomet dven en konsekvens av

det svagare antagandet

[16] Varje uppat begrinsad mdangd M av rationella tal har en minsta dvre grins i

R.
Detta foljer ur ett &nnu svagare antagande:
[16"] Varje uppdit begransad mingd M av decimaltal har en minsta dvre grins i R.

Eftersom implikationen at hoger &r trivial, innebér detta, i analogi med monoto-
nitetsaxiomet, att egenskaperna [16], [16’| och [16”| ocksa dr matematiskt ekviva-
lenta.

Det &r enkelt att visa att "supremumaxiomet” lika gérna kan formuleras i termer

av nedat begriansade méngder, som det ekvivalenta pastaendet:
[16”] Varje nedat begrinsad mangd M av reella tal har en storsta nedre grins i R.

Denna storsta nedre gréins kallas dven storsta minorant eller infimum till M
och betecknas
inf M

Givet méngden M speglas dess egenskaper med avseende pa supremum/infimum

i den "negativa” mingden M’ = {—x |z € M}.

En alternativ formulering av fullstdndighetsegenskapen utfors i termer av approxi-
merande talfoljder, alltsa cauchyfoljder, en approach som ligger niara Cantors kon-

struktion av R genom ekvivalensklasser av cauchyfoljder:
[17] Varje cauchyféljd har ett grinsvdrde i R.
Man skulle ocksa kunna formulera fullsténdigheten i termer av dedekindsnitt:

[18] Varje dedekindsnitt i de rationella talen bestimmer ett reellt tal o, sidant
att alla element i den undre klassen dr mindre dn eller lika med o, och alla

element © den ovre klassen dr storre an eller lika med o.

Sammanfattningsvis: De reella talens fullstindighetsegenskap kan formuleras i ter-
mer av existensen av antingen nagot gransviarde for en oandlig foljd av tal eller

nagon grins for en mangd av tal.
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Att visa att dessa olika formuleringar &r matematiskt ekvivalenta, utgaende fran
definitioner av gransviarde, med mera, ar en larorik 6vning i formellt matematiskt
tdnkande. Lat oss for att exemplifiera hur resonemangen kan se ut visa hur mono-
tonitetsaxiomet foljer ur supremumaxiomet:

1. For att visa implikationen, antag att [17] &r sant.

2. Antag att (ay)72 = (a0, a1, ag, . ..) ar en uppat begrénsad och vixande odndlig f5ljd
av reella tal.

3. Satt M = {alla element i foljden (ay)} = {ao, a1, a2,...}. Mangden M &r en uppat
begriansad méngd av reella tal. Ur premiss (1) foljer att M har en minsta 6vre grins.
4. Satt L = sup(M ). Pa grund av definitionen géller att a,, < L, for alla n € N. Vi ska
visa att L ar gransvérdet for talfoljden (ay,). Lat darfor € > 0. Det vi behover visa ér
att det finns ett heltal N sadant att L — a,, < € for alla n > N.

5. Eftersom L &r den minsta 6vre grénsen till M &r ay > L — e for nagot heltal N. (I
annat fall skulle ju L — e vara en &nnu mindre 6vre gréans till M, en motségelse.)

6. Da (ay) ar en vixande talfoljd géller alltsa att a, > L — ¢ for alla n > N. Denna

olikhet &r en omskrivning av L — a,, < €.

7. Vi har alltsa visat att foljden (a,,) har ett gransvirde i R under antagandet i rad (2).

Beviset for implikationen [16] = [15] &r dérmed klart.

Bade monotonitets— och supremumaxiomet har karaktaren av existenspostulat, vars
funktion ocksa ar att ’garantera existensen’ av vissa 'objekt’: av det och det re-
ella talet, av talet e och andra 'gransvarden’, eller den allmédnna ’summan av en
oandlig decimalsummefoljd’ for den delen. Bada villkoren faststéller gentemot de
rationella talen sarskiljande drag hos de reella talen. Monotonitets— och supremu-
maxiomet dr egentligen matematiskt ekvivalenta: det ena implicerar det andra och
vice versa. Det "racker” alltsd med ett av dem i den matematiska teorin, framstéall-

ningen.!®

En vits med att stdlla upp (en av) dessa sasom grundlidggande beskrivningar &r
forstas att existensen av kvadratrotter och manga andra slags irrationella tal sva-
rande mot wvissa redan sedan langt tillbaka 1 vetenskapshistorien utnyttjade talsym-

boler, darmed blir ’garanterad’. 1 vidare utstrickning ror det sig om behovet av

15T vilken mening de utgdr axiom beror dels pa det sammanhang man rér sig inom och dels
pé vad man lagger for innebord i ordet "axiom”. I ett faktiskt forsck till axiomatisk—deduktiv
presentation kunde man ndéja sig med ett av dem, i vilket fall det andra villkoret inte skulle
raknas till axiomen, &ven om det bar namnet. I de méngdteoretiska forsoken att konstruera de
reella talen vill man istéllet n& fram till bada fullstdndighetsvillkoren som teorem, och inte bara
acceptera dem som axiom, i vilket fall varken det ena eller det andra stringt taget utgér axiom
1 systemet.
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tydlighet i uppbyggnaden av den matematiska analysen, dar de reella talens full-
standighetsegenskap aterkommande utnyttjas vid bevisen for olika grundsatser om
funktioner, gransvirden, kontinuitet, derivator, integraler, med mera (exempelvis
satsen om mellanliggande virden). I moderna larobocker forlaggs oftast bevisen for
dessa stindigt utnyttjade, men som matematiker kunde sidga "intuitivt sjalvklara”,

samband till nagot appendix.

Det som vi hér forslagsvis kallat den symboliska representationsprincipen star i
ndra samband med fullstdndighetsegenskapen, de méngdteoretiska konstruktio-
nerna av R och fragan om det reella talets existens och natur. Relationen mellan
den symboliska representationsprincipen och de typiska axiomatiska formulering-
arna av de reella talens fullstdndighetsegenskap, bestar bland annat i det att bade
gransvirdet till en vixande och begrénsad f6ljd av reella tal och den minsta 6vre
gransen till en uppat begrinsad méangd av reella tal, pa ett schematiskt siatt kan
introduceras som symboliska konstrukter 'L = L[(a,)]" och S = S[M]" konsti-
tuerade genom vissa formella approximationsvillkor; varav en forstas kommer att
vara att varje element i talféljden respektive méngden far ségas vara mindre dn
eller lika med konstrukten. Pa analogt sédtt kunde man inféra 'gransvardet till en
cauchyfoljd’ eller den tankta ’grénspunkten till ett dedekindsnitt’ som symboliska

konstrukter.

Vi aterupptar det hir tankesparet i andra texter.

3.3.4 Ett identitetskriterium for de reella talen? Oskiljaktighet upp till
brak

Den praktiska beskrivningen av de reella talens kalkyl kommer dessutom behéva
kompletteras med ytterligare nagot kriterium, som faststéller nar tva symboler
far ségas utgora, representera, motsvara 'samma’ reella tal. Detta ger ocksa ett
kriterium for nér tva reella tal far identifieras under likhetstecknet. Ett sadant

kriterium anger ett villkor pa varje mojlig teori for de reella talen.
Kanske kunde foljande vara en mojlig formulering?

[19] Ldt a och b vara reella tal. Dd dr a och b identiska (a = b) om och endast
om a och b dar oskiljaktiga upp till brak.

Med oskiljaktighet upp till brak menar vi héir att varje rationellt ndrmevérde

till a, tillika ar ett ndrmevérde till b med samma felgrins, och vice versa. For-
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mellt:
g <alqgp = ¢q<b<q@

for alla ¢;, g2 € Q. Med den notation som introducerades i avsnitt 2.4.3 kan villkoret
ocksa skrivas:
a=q+ec < b=q+te

for alla rationella tal ¢ och noggrannheter € > 0.

Tva reella talsymboler far alltsa identifieras under likhetstecknet da och endast
da de ar oskiljaktiga upp till brak. Denna beskrivning &r jamforbar med det
identitetskriterium for Q som fastslar néar tva brak ska ségas representera sam-
ma rationella tal, och ddrmed far identifieras under likhetstecknet (ndmligen att
a/b = ¢/d <= ad = bc). Av denna anledning kunde vi forslagsvis kalla den
princip som star pa display for identitetskriteriet (eller identitetsprincipen)
for R.

Med hjalp av detta identitetskriterium kan man till exempel visa att /a ar ett
unikt reellt tal ungefiar pa sa sétt:

Antag att det finns tva reella tal b och ¥ som for det givna positiva reella talet a
uppfyller approximationsregeln for kvadratrotter. I s& fall 4r b och b’ oskiljaktiga upp
till brak, och enligt identitetskriteriet [19] far de identifieras under likhetstecknet. Med

andra ord, kvadratroten ar unik.

Andra mojliga och ekvivalenta sétt att formulera identitetskriteriet vore de hér:

[20] Ldt a och b vara reella tal med (a,) och (b,) som approximerande talfoljder
(cauchyfiljder), det wvill siga, foljder av successivt battre rationella ndrme-
vdrden till a respektive b. Dd dr a = b om och endast om differensfoljden

(an — by) gar mot noll, da index n gar mot odndligheten.

[21] Ldt a och b vara reella tal med dedekindsnitten (Ay, As) respektive (By, Bs),
ddr Ay och By saknar minsta element 1 Q. Da ar a = b om och endast om

Al == Bl-

Den langa trdden om 0,999... =1

Lat oss titta pa foljande "uppgift” for att illustrera identitetskriteriets anvand-

ning:

"Visa att 0,999... =17
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Aven om uppgiften kan uppfattas som en smula fanig, har jag valt den av tva
anledningar. Den ena &r att det &r en typ av fraga som for matematikstudenten
kan ge den dar sdregna upplevelsen av oklarhet rorande elementar matematik, dér
man inte riktigt vet vad man ska sdga: "Men hur vet vi att det dverhuvudtaget
existerar ett reellt tal svarande mot den odndliga decimalutvecklingen 0,999.. ;
aven om den ndrmar sig 1 sa ar den ju aldrig exakt 17”7, och sa vidare. Den
andra anledningen ar att jag faktiskt har sett denna och liknande fragestéllningar
debatteras i langa tradar pa vissa internetforum, under rubriker som "Den langa
traden om 0,999 ... = 17, dér ett flertal olika forslag pa hur man kunde resonera

presenteras.

1. — Ett sétt att inledningsvis behandla uppgiften dr att forst stélla en kritisk

motfraga:

"Gemensamt for oss hér dr en liten bit notation, oavsett vilka bilder
vi forknippar med det. Uttrycket ’0,999...= 1’ kan uppfattas ur flera
olika synvinklar. Uppfattar du vénsterledet som en decimal approxi-
mation av 1, som beteckningssattet for en odndlig serie, som en egen
symbol separat fran 17 Olika svar ar passande beroende pa tolkning av

skrivsattet.”
Har &r tre olika sdtt att tolka likhetspastaendet:

(a) Det béasta ndrmevérdet till 1 upp till tre decimaler, och som samtidigt &r
strikt mindre dn 1 ar 0,999; men 0,999 &r inte exakt lika med 1 — ett trivialt

pastaende.
(b) Den oéndliga foljden av delsummor till decimalserien
C=>9-10"=0+0,9+0,09+0,009+...
n=1

har gransvirdet 1, ndr n gar mot odndligheten. Med matematisk notation

lim C), =1

n—o0

eller .
29 10 =1
n=1

Detta &r ett pastaende, som kan bevisas utifran den vanliga e-n—-definitionen av

gransvardet till en talfoljd.
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(c) Den som formulerar "uppgiften” kan dock vilja antyda att vi har ska uppfatta
véinsterledet som beteckningsséattet for en separat talsymbol jamfort med hogerle-
det.

2. Detta foranleder féljande alternativa forslag till fragans bemdétande, men som
istallet baseras pa framstéllningen i det har dokumentet: Lat oss pa ett helt ab-
strakt sétt introducera en matematisk kvantitetssymbol C' = C[{C,}|, for vilken
den rationella talfoljden {C,} = {0,0.9,0.99,0.999, ...} &r en av dess foljder av
successivt béttre approximationer (en cauchyfoljd). Denna formella introduktion
innebér ju nu att symbolen C' kan approximeras med decimaltal till varje given
noggrannhet, alltsa inom varje felgrans e > 0. Det finns en teknik, en metod for
att berdkna allt béttre ndrmevérden till den. Jag kan till exempel sédga att "C
ar definitivt storre dn 0,9999”. Narmare bestamt uppfyller C' foljande approxima-

tionsvillkor:

C,<C
C<1 (=C,+10™")

(Observera att vi i detta fall inte kan séga strikt olikhet, eftersom serien inte &r
en decimalsummef6ljd enligt den normala approximationsregeln, som utesluter en
oéndlig upprepning av 9:or.) Ur representationsprincipen foljer forstéas att C' utgor,
representerar, korresponderar mot ett reellt tal, med exakt samma approximations-
egenskaper som C. Och for enkelhetens skull véljer vi samma beteckning for det

reella talet — namligen C'.

3. Faktum ar att ndrmevirdet C' =~ 1 kommer att fungera inom varje felgréns:
C =1+¢, for alla € > 0. Med ¢ = 0,01 har vi felintervallet 0,99 < S < 1,
vilket visar att C' #r 1 till inom en hundradel; med e = 10%, en miljondel, far vi
felintervallet 0,999 999 < C < 1, vilket visar att C' &r 1 till inom en miljondel; och
sa vidare bortom minsta kvadriljondel. Enligt identitetskriteriet [21] géller alltsa
att ¢ =1.0

3.3.5 Tecknet och symbolen

Betrakta dessa matematiska pastaenden:
(V2)’ =2v2
Talet kvadratroten ur tva upphdojt till tva ar lika med talet tva

Arean av cirkeln &r precis lika stor som pi ganger kvadraten pa radien stycken
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areaenheter
A = mr?
For alla reella tal a och b géller att a-b=05b-a

Dessa pastaenden innehaller allesammans forekomster av vad vi har omvéixlande
har kallat for ett/en:

(matematiskt) tal
talsymbol
kvantitativ symbol
kvantitetssymbol

matematisk kvantitet

Vi har i texten behandlat dem som utbytbara. Exempel pa talsymboler &r ’5°, '+/2’

och ’det reella talet a’.

Hér tror jag det ar viktigt att man gor sig sjalv uppmaéarksam pa skillnaderna in-
om sambandet mellan (tecken)gestalt, beteckning respektive symbol. Det &r
mycket vanligt att folk, nir de sdger "matematiska symboler”, bara ténker pa eller
avser de typografiskt sdregna och ideografiska beteckningssatt som ar karakteristis-
ka for vetenskaper som matematik, fysik och kemi. Det man da syftar pa, vill tala
om, kan fortydligas genom att istéllet siga gestalter, beteckningssitt, notation,

skrivséitt, med mera.

En symbol, tdnker vi oss hér, dr nagot mer dn bara sin yttre typografiska, grafiska,
akustiska eller annan gestalt. Det dr nagonting som intar en speciell roll i spraket
eller i det ménskliga livet — i det hdr sammanhanget matematiken. I dess roll som
symbol far olika bestdmda gestalter fungera som referenspunkter for symbolens
anviandning eller uppdykande i livet, spraket eller matematiken. Men tva olika
gestalter kan fortfarande vara eller fungera som en och samma symbol. Om vi
for ett 6gonblick glommer vilken mening eller roll de har, sa ar féljande nagra fa

exempel pa teckengestalter:
V2 242 kvadratroten ur tva  sqrt(2)

Om vi ater later oss minnas den funktion de har inom matematiken kan man séga
att dessa fyra tecken eller gestalter allesammans utgor, representerar, svarar mot,
ar forbundna med precis en och samma symbol. De tjanar som referenspunkter for

samma matematiska symbol.

En symbol dr med andra ord inte bara en grafisk eller akustisk gestalt. Symbolen

har en mening eller personlighet kan man sdga. En symbol pekar utover det ome-
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delbart givna. Den har alltid en mer eller mindre bestamd roll utover det som ar
sinnligt patagligt 1 tecknet. Det omedelbart, sinnligt, givna kan da vara exempelvis
de skrivna tecknen péa pappret eller det konstnérliga uttrycket (formationen) ge-
nom en bild eller en skulptur. I en saga skulle en resande person kunna tolkas eller
uppfattas som en symbol for ménniskans hela liv och stkande efter meningen med
det, och i det fallet ar gestalten ’den resande’ nagot mer komplext &n en statisk
bild eller matematiska skrivtecken, eftersom formationen byggs upp av hela berét-
telsen i vixelverkan med det sprak och den kultur som gor sagan begriplig som
helhet. I andra fall, som med matematiska tecken sasom ”v/2”, giller det omvéinda.
Sjéalva tecknet ar enkelt nog — det ar nagra streck pa papper — och gar for det
mesta ratt sa smidigt att ersdtta med andra tecken: man kan till exempel skriva
det alfabetiska "roten ur tva” eller som i manga programmeringssprak “sqrt(2)”
istallet for som vanligt ”+/2”. Diaremot #r den symboliserande funktion som dessa
tecken intar i spraket, vad de 'pekar mot’ eller vilken 'roll” de har, inte lika léatt att
sitta fingret pa. Rollen, personligheten, meningen &r inte nagot som star skrivet
dér pa pappret. Den visar sig endast genom hur tecknen kommer till anvindning

i ménniskornas liv, i den matematiska praktiken.

Nu ér det dessutom si att /2 utgoér en speciell typ av symbol kallad tal. Den
har en roll eller personlighet som gor det lampligt att kalla den for just ett tal, en
talsymbol, en kvantitetssymbol, och sa vidare. Vidare tillhér v/2 en speciell kategori
av talsymboler inom typen tal kallad {6r en konstant, konstantsymbol. Jamfort med
denna symbol &r ’det reella talet a’ ett exempel pa en wvariabel, variabelsymbol. 1
det forra fallet ar fragan ” Ungefdr hur mycket ar roten ut tva?” meningsfull och
helt pa sin plats. I det senare fallet, med variabelsymbolen ’det reella talet a’, &r
denna fraga inte aktuell. Daremot kan man meningsfullt sdga saker som ”Antag

att a ar storre an 107,

Nér vi séger att "v/2, 7 och a #r tal/talsymboler” ér detta att jimfora med att
sdga "Bla, rod och gron ar fargord”. Bestdmningen ’tal’ eller ’talsymbol’ har en
funktion i spraket, i grammatiken, som paminner om den ’fargord’ har. Den pla-
cerar de hir symbolerna inom samma typ av symboler och anvisar dem dérmed
sin plats i matematiken, genom de regler som géller just for talsymboler. Dessa
regleringar dr ibland klart uttalade, men ibland inte sa klart uttalade (och detta
kan stélla till forvirring). Var intention hér i texten har varit att explikera de reg-
ler som ar centrala i det praktiska arbetet med att studera, tillimpa eller forska i

matematik.

Naturligtvis finns det olika sorters tecken och symboler. De symboler Jung talar om
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i sin skrifter — barnets och drommens symbolsprak, det arketypiska, mytologins
och sagans symboler — &r forstas symboler i en annan mening &n matematiken,
kemins eller fysikens notation och symboler. De senare kinnetecknas av offentlig-
het och en hog grad av principiell arbitraritet. Matematikens talsymboler kunde
beskrivas som operativa symboler, i det att spraket tillater oss att pa olika sétt

operera med dem.

3.3.6 "Hur vet man att kvadratroten verkligen existerar?”

Vad man i matematiken tar som intékt for att nagonting sadant som ’kvadratroten
ur tva’' existerar ar inte oberoende av historiska omsténdigheter. Under antiken
rorde man sig, som sagt, inte med nagot sjalvstandigt och av geometrin oberoende
talbegrepp 'reellt tal’ eller ’irrationellt tal’. I den utstrickning de hade tillgang
till en rent aritmetisk taluppfattning, sa strickte den sig till positiva heltal (och
kanske brak).

Ett slags geometriskt argument for ’kvadratrotternas existens” sker med hanvisning

till geometrisk kontinuitet:

"Vi kan rita en kvadrat med arean 1,4?> = 1,96 areaenheter och en
kvadrat med arean 1,5% = 2,25 areaenheter. Den forsta kvadraten
kan forstoras till den andra genom en kontinuerlig rorelse. Under en
sadan kontinuerlig rorelse passeras vid nagon tidpunkt en kvadrat med
arean lika med 2 areaenheter. Sidan i den kvadraten har ldngden V2

langdenheter.”

Ett annat slags geometriskt argument hénvisar till konstruerbarhet (med passare

och linjal):

"Eftersom vi kan konstruera en kvadrat pa en stricka, sa kan ocksa en

striicka med langden /2 konstrueras, givet ett val av enhetsstricka.”

Under nyare klassisk tid i Europa skulle den hér sortens geometriska argument
fortfarande kunna véga tyngre é&n formella—algebraiska argument. Det finns dven
idag manga ménniskor som skulle uppleva att geometriska resonemang &r klarare,

mer Overskadliga och béattre som bevis dn aritmetiska.

I modern matematikvetenskap har man haft en bendgenhet att se saken tvirtom:
att en aritmetisk—algebraisk redogorelse vager tyngre dn en geometrisk. Detta &r

forstas inte en ren slump, utan det har sina skil och omsténdigheter.
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Oavsett vad man anser vara ett ’klart argument’ eller ett ’stringent bevis’ i mate-
matiken, bestar den hér textens specifika klarhet endast i att den beskriver praxis:
vi riknar med /2 i matematiken och i fysiken och andra tillimpningar och det

finns ingen helt uppenbar anledning for oss att sluta med det.
De tankespar som jag velat lyfta fram en aning dr dessa:

(A) Att det reella talbegreppet i praktiken &r intimt férenat med metoder samt
begrepp som feluppskattning, ndrmevarde, approximation, felgréans, med mera, och
att denna sida av praxis dr mer priméar, fundamental, jamfort med varje méngd-

teoretisk eller axiomatisk—deduktiv ansats.

(B) Att det reella talets existens kan fattas som varande av symbolisk karaktér,
och att man liksom nér det géller symbolik 6verhuvudtaget, kan ’ha gladje’ av
ett symbolsprak (sasom ett religiost sprak) utan att ddrmed ta for givet att det
symboliserade eller genom symbolen forverkligade nodvindigtvis maste legitimeras
i nagon i forhallande till det givna symbolspraket, logiskt eller ontologiskt, extern

bemaéarkelse.

Genom symbolen blir en sorts dimension eller verklighet tillgdnglig, som inte vore
eller ar tillgénglig pa nagot annat séitt dn just genom tecknet, genom referenspunk-
ter varigenom det symboliska blir till en realitet i den ménskliga, levda, praktiska
verkligheten. Det gar till exempel inte att tala om reella tal utan att anvinda
beteckningar som "ett reellt tal”, "det reella talet a”, "kvadratroten ur tva”, och sa

vidare.

3.3.7 Ett forsok till definition?

Det finns ingenting sadant som en standardiserad definition av termen ’reellt tal’
i matematiken. Det finns ett antal definitionsforslag, som kan hérledas till tiden
for den matematikhistoriska process under 1800-talet som brukar heta analysens
aritmetisering. Dessa definitionsforslag gar under namnet de méngdteoretiska kon-
struktionerna av de reella talen. Men ett forsok till definition, ett definitionsforslag,
ar inte samma sak som en universellt accepterad matematisk definition, sasom den

av ett primtal.

Om man inskrénker det svenska ordet "tal” — motsvarande engelskans "number”
— till att endast gélla de typer av tal man ror sig med i matematikundervisningen
pa gymnasiet och i sannolikt mer &n 99% av allt arbete med och undervisning i

matematik pa universitet och hogskolor runtom i hela vérlden, och i sa gott som
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all teknisk—naturvetenskaplig forskning, sa ar det sant att:

[¥] 7Ett tal dr reellt om och endast om det pa ett entydigt sdtt later sig approzi-

meras med rationella tal (brak) till varje given noggrannhet e > 0.”

Till detta med approximerbarhet hor saker som att det i princip alltid &r mdojligt
att sdga om det reella talet K huruvida det ligger inom ett givet rationellt intervall
[q1, q2] eller inte. Detta grundliggande faktum om de reella talens kalkyl har vi har

valt att kalla for approxzimationskriteriet.

Man skulle kunna uppfatta [*| som ett 'forslag pa definition’ av de reella talen. Till
formen ar det analogt, har patagliga likheter med det vanliga séttet att definiera
rationella tal i larobockerna: "Ett rationellt tal ar ett tal som kan uttryckas som
ett brak p ¢g—delar.” En formulering som ligger néra [*| finner man i Persson och

Boijers Analys i en variabel:

I princip |principiellt, min kurs. och anm.| kan alla irrationella tal approxi-
meras godtyckligt noggrant med rationella tal. Man talar ocksd om dem som
grinsvdrden av rationella tal. Oftast antyder man detta genom att skriva ett

sadant tal som ett icke avslutat decimaltal, till exempel
e=2718...

Detta betyder inte att man kénner alla foljande decimaler, bara att decima-

lutvecklingen fortsitter.©

Jag har dock aldrig sett [*| som ett ezplicit forslag pa definition, i nagon av de liro-
bocker som anvinds pa svenska universitet och hégskolor. Men om en student (eller
nagon annan) stillde mig fragan "Vad ar ett reellt tal?”, sa ar det sakforhallande
laroboksforfattarna omnémner en av de mest grundlaggande saker som studenten
behdver ha kinnedom om, och darfér nagot som hor till det raka forsok till svar
som jag personligen vore beredd att ge. Det vill sdga, det finns inget annat svar som
jag egentligen tycker ar sa virst mycket béattre och mer matematiskt "stringent”.
Det &r de facto det bidrag till fragan som eleven kunde ha mest praktisk nytta av

i arbetet med att ldra sig och bli fortrogen med matematiken.

Det é&r troligtivs av samma anledning som manga lérobocker i analys for hogskola
och universitet inleder boken med att beskriva de reella talen i termer av moj-
ligheten till decimalutveckling — och inte, till exempel, som en ekvivalensklass i

mangden av alla cauchyfoljder eller som ett dedekindsnitt i méangden av alla ra-

16 Arne Persson & Lars—Christer Boijers. Analys i en variabel, s. 5. Studentlitteratur, Polen,
2010.
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tionella tal. Ekvivalensen [*] har likheter med andra vanliga beskrivningar, varav

samtliga pekar i den har riktningen:
[**| 7Ett tal dr reellt om och endast om det pa ett entydigt satt kan approximeras

med decimaltal till varje given noggrannhet € > 0.”

Den har karakteriseringen gar pa satt och vis pa ett ut med att sidga: "Ett reellt

tal dr ett tal som kan decimalutvecklas” — en formulering som man finner i en del
larobdcker.
Dessa tva displayer — [*| och [**| — uppfattade som kriteriebeskrivningar ar ma-

tematiskt ekvivalenta. Approximerbarhet med brak implicerar approximerbarhet
med decimaltal och vice versa. Med andra ord: approximerbarhet med brak ar

matematiskt ekvivalent med approximerbarhet med decimaltal.

Jag séger inte att det dr nodvandigt att uppfatta saken som en fraga om definition.
Man kan framforallt se approximationsprincipen som en kriteriebeskrivning. Den
ar anvandbar som en sorts karakterisering av de reella talen. Den técker alla reella
tal och utesluter komplexa tal (varje komplext tal kan approximeras med tva brak,
men inte bara med ett). Jag ar egentligen inte ute efter ndgon definition, men fragan
aterstar dnda: hur kommer det sig att [*| inte redan ar allmént accepterat som en
standarddefinition av de reella talen, liksom det finns fér de rationella talen och

begreppet primtal, nar det d&nda tycks ligga sa néra till hands?

Jag kan se atminstone tva omsténdigheter som motverkar [*| sasom definitionsfor-
slag. Det ena har att gora med de lingvistiska former som géller for en ” Definition
1.2.3 ...” i typiska avhandlingar inom samtida matematikvetenskap. Pastaendet &ar
svart att passa in inom de sprakliga och formella ramar som géller for en definition
inom det omfattande arkitektoniska system av termer, notation och samband, som

kunde kallas den mdngdteoretiska katedralen.

Det andra har att géra med uppkomsten av den sa kallade icke—standardana-
lysen och dess hyperreella talsystem. Icke—standardanalysen uppfanns eller utveck-
lades av matematikern Abraham Robinson pa 1960-talet. I korthet handlar det
om ett slags formellt aterupplivande av Leibniz infinitesimaler genom méngdte-
oretiska konstruktioner. 'De hyperreella talen’ formar en sorts abstrakt utvidg-
ning av R, som forutom ’standardtal’ tillater rdkning med ’icke—standardtal’. Ett
icke—standardtal ar antingen &ndligt eller odndligt, en wnfinit. Ett dndligt icke—
standardtal priaglas av en ’odndligt liten avvikelse’ fran ett standardtal, och kan
formellt skrivas som en standarddel plus en infinitesimal, ett ’odndligt litet tal’. De

andliga icke-standardtalen bildar sa att séga en svirm av oéndligt sma avvikelser
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fran standardtalen. Om A &r en infinitesimal, s& ar 1+ A ett icke—standardtal med
standarddelen 1 och icke-standarddelen A. Inom de reella talen &r det inte 'méj-
ligt” att urskilja 1+ A fran 1, och alltsa gar dessa heller inte att skilja at med brak,
vilket skulle gora "definitionsforslag” [*| ogiltigt. Det hédr kan lata som en massa
hokus pokus, men faktum ar att det i en formell mening ar mojligt att utveckla
hela den matematiska analysens sedvanliga repertoar av satser och andra verktyg

med de hyperreella talens taktik, istéllet for e-0—formalismens grénsvérden.

Ett sdtt man skulle kunna komma runt den hér andra punkten vore att tala om

korrespondens eller representation istéllet for identitet:

[*'| "Om ett tal dr ett reellt tal si kan det pa ett entydigt sdtt approzimeras med
brak till varje given noggrannhet € > 0. Omudnt, om ett tal K entydigt kan
approzimeras med brik till varje ¢ > 0, sa finns det ett reellt tal K' som

uppfyller exakt samma approrimationsvillkor som K.”

Jamfor detta med den representationsprincip vi formulerade i tidigare avsnitt.
Pa sa satt skulle man komma runt det undantag som Robinsons infinitesimaler

innebar.

Denna formulering [*| har inte den typiska logiska form som hor till en definition
inom ett axiomsystem, enligt den moderna forstaelsen, utan den av ett axiom eller
teorem. En definition inom ramen fér en modern axiomatisk—deduktiv presenta-
tion maste ndmligen, stringt taget, vara en ekvivalens A <= g4 B ("A giller,
per definition, om och endast om B”) som i princip tillater utbyte av varje fore-
komst av definiendum A med definiens B. Ett bra exempel pa nagot som utgor en
definition som faktiskt foljer det hdr monstret ar definitionen av ett primtal. Som

en ekvivalens kan denna formuleras:

p ar ett primtal <= gt p dr ett heltal storre dn 1 och de enda positiva

heltalsdelarna till p ar 1 och p

Om vi i satsen "Det finns odndligt manga primtal” ersétter definiendum 'primtal’
med definiens far vi "Det finns odndligt manga objekt p som &r heltal storre én 1
och vars enda positiva delare &r 1 och p” — tva pastaenden som uppfattas som

samma meddelande.

Ett axiom fattas dock som “en sorts” definition, ndmligen som en implicit definition
av de termer som axiomen uttalar sig om ("punkt’, 'strdcka’, etc). Kunde man
kanske da istéllet sdga att [*] eller [*'] "utgér axiom i matematiken”, om &n inte
"definitioner strangt taget”” Svarigheten tror jag hér har att géra med den forsta

punkten: den méangdteoretiska katedralen och dess status av pastadd grundval for
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hela matematiken. Termen ’tal’ &r, till skillnad fran 'méngd’, inte en primitiv term
i méngdteorin och dess mest vilkinda axiomsystem. Faktum é&r att till och med
den i ldromedlen vanligt forekommande definitionen av rationellt tal som ett tal
som gar att uttrycka, skriva som ett brak, noga rdknat inte utgér en definition
inom den arkitektonik mangdkatedralen séitter. Om man inom katedralen fragar
efter en definition av 'rationellt tal’ kommer denna se mycket annorlunda ut, och
inte innehalla termer som ’uttrycka’ eller ’skrivas som’. Av de exemplifierade &r
det bara definitionen av primtal som haller mattet. Observera att denna definition
inte forsoker definiera heltal overlag, utan blott skilja ut en viss typ av heltal
inom méangden Z av heltal, som i katedralen "konstrueras” utifran N, méangden av

naturliga tal.

Dock: det ar héar inte alls min avsikt att faktiskt ldgga fram ett forslag pa definition.
Tanken att vi nér det géller matematiken alltid skulle vara i behov av ett system
av axiom och definitioner, foljande nagot visst monster for vad som far anses
vara detta, for att na klarhet (eller na en kénsla av stringens och sékerhet) med
ett matematiskt begrepp eller en symbol gar i sig att ifragasdtta. Det ar inte
mérkligare &n hur det &r med vart modersmal 6verlag: vi lar oss ju for det mesta
inte de tusentals olika ordens bruk genom nagon allmidn monstergill definition,
utan snarare genom nagot sadant som en dans med orden, mot bakgrund av en

oerhort sinnrik vav av situationer, verkliga omstandigheter.

Satser som "Varje stracka har en bestdmd langd, som kan anges med ett bestamt
reellt tal”, "En stracka ar en langd utan bredd”, och sa vidare, utgor eller kan be-
traktas som grammatiska anméarkningar, i Wittgensteins mening. Pa samma sétt
undrar jag om man inte kunde séga att satsen "Varje reellt tal kan approxime-
ras med brak” ar en grammatisk reglering av termen ’reellt tal’, som etableras
och far fastare konturer under 1800-talet. Den siger oss nagot om vad aktuell
matematisk praxis tillater alla gymnasieelever, ingenjorsstudenter, fysiker, och sa
vidare, att utan risk sdga om en given reell konstantsymbol eller variabelsymbol.
Anmérkningen uttalar sig sa att sdga om den 'makt’ eller ’kraft’ som &r investerad
i begreppet reellt tal. Dedekinds konstruktion av R &dr ett av bidragen till den

historiska processen av begreppens inbordes reglering.

3.3.8 Konstruktion av R och det symboliska perspektivet

Samtliga av de méngdteoretiska (sa kallade) konstruktionerna av R utgar fran
approximations—, representations— och identitetskriteriet som normen foér varje

mojlig konstruktions vettighet.

78



Men den fraga man darmed kunde stélla &r om det &r noédvindigt’ att genom-
fora konstruktionen i just mdngdldrans symbolsprak och terminologi? Kan man
inte tédnka sig en ’konstruktion’ av de reella talen som helt enkelt bestar i ett pa-
minnande, fortydligande och ateruppforande av de regler som géller for reella tal
i den redan givna praktiken, men dar man istéllet talar direkt i termer av sym-
boler sasom v/2, m och decimalseriens summa D? Hur detta kunde se ut har vi

inledningsvis skissat pa i den har uppsatsen.

For att 'forsdkra sig om’ att till exempel varje decimalsummefoljd (decimalutveck-
ling) 'konvergerar mot ett reellt tal” infér man i de méngdteoretiska approacherna
olika former av méangdkonstruktioner som ska satisfiera approximationskriteriet.
Definitionen av dessa méangder utférs dock mot bakgrund av regler som i den
matematiska och vetenskapliga praktiken redan &r accepterade och normbildande.
Den fundamentala regel som bestdmmer hur den méngdteoretiska konstruktionen
av 'summan av en decimalutveckling’ 6verhuvudtaget far goras fran forsta borjan

ar den foljande:

[22] Lat {D,}2, vara en decimalutveckling och antag att D dr dess summa. Da

gdller att

(i) D, <D

(i) D < D, +10™"
for varje n € N.

Detta ar det i praktiken accepterade villkor som tas som utgangspunkt for alla

méngdteoretiska konstruktioner av decimaltalsseriens summa.

Men dérav inser vi att man lika gidrna kunde ta detta kriterium direkt for in-
forandet av decimalseriens summa som en symbolisk konstrukt, utan att sa att
sidga behdva ga omvégen via 'oéndliga klasser av cauchyfoljder’ eller ’snitt i den
odndliga méangden av rationella tal’. Men den fraga som jag stéller mig ar varfor
"konstruktionen’ da alls skulle behova goras i méangdlarans symbolsprak och skep-
nad? Man infor en formell-algebraisk symbol D = D[{D,}] som &r definierad av
approximationsvillkoren (i) och (ii). Detta vore inte ett objekt av typen méngd,
utan just det vi (med inspiration fran Hermann Weyl) hér betecknar en symbolisk
konstrukt. Det verkar inte finnas nagon som helst logiskt tvingande nédvandighet

i att ga rutten genom méangdlaran.

I modern matematik har det sedvanliga ateruppforandet av nagon méngdteoretisk

konstruktion (typiskt Cantors cauchyfoljdsmetod eller Dedekinds snittmetod) na-
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got av en rituell karaktar. Det ar inte som att man i kurserna gor sarskilt mycket
av dem dérefter. Det dr inte som att man behover dessa konstruktioner i (mer-
parten av) matematisk problemlésning och tillimpning. Dock kan man ténka sig
att situationen sag annorlunda ut bland 1800-talets forskare. Dar far jag intrycket
av att man kunde sidga att de méngdteoretiska konstruktionerna hade en viktig
"retorisk” roll, vars effekt var att framkalla en forvandling av daskdadningssdttet, en
aspektvixling. Man blev 6vertygad om att acceptera viss terminologi och sétt att
se pa de redan i den operativa vetenskapliga praktiken befintliga talsymbolerna.
Visentligen att det irrationella ‘reella talet’ inte &r nagot ogripbart eteriskt objekt
vid sidan om séttet att approximera det, utan just sjilva dessa villkor for approxi-
mationen sjdlv. Att reella tal 'kan approximeras till vilken noggrannhet som helst’
reflekterar i dagsldget beslut inom samfundet av naturvetenskapliga forskare, in-
genjorer och matematiker — némligen ett grammatiskt beslut rorande en viss term

och dess anviandning.

Men samtidigt ar behovet av nagot slags objekt att peka pa i en viss typ eller
niva av tankande oerhort starkt (hér talar jag ocksa av egen erfarenhet). Pa grund
av den har starka upplevelsen av behovet av en ny vairld av objekt varigenom
den gamla kan betraktas, inforde man en ersidttning for 'det férlorade objektet’:
namligen abstrakta méngder, vilka pa somliga hall kom att uppfattas som den

egentliga, bakomliggande realiteten.

Det symboliska perspektivet pa matematiken innebér bland annat den tanken att
man Overhuvudtaget aldrig behover leta efter eller uppfinna nagot slags flyende,
ogripbart, eteriskt objekt vid sidan av det som redan &r givet i praktiken, for att
komma till klarhet med sadant som de irrationella talen och deras problematiska
existens. Det objekt som vi verkligen behover finns redan hdr, rakt framfor oss,
bara att dess natur behover klargéras. Och detta 'objekt” &r ingenting mindre och

annat an den matematiska symbolen.

Sa till exempel ar det objekt som tecknet "\/2” stér for eller refererar till (om man sa
foredrar) den operativa symbolen /2. Det objekt som notationen ” f_ll V1 — 22da”
svarar mot ar den operativa (komplexa) symbolen f_11 V1 — 22dz. (Aven mingd-
larans symbolsprak gar att forstd pa det hér séttet.) Som operativa symboler &r
de pa ett invecklat satt led i manniskans matematiska verksamhet. De utgor sjilva
formerna for tecknets anvindning: som tecken, gestalter, beteckningar kan ”/2”
och "21/?” fungera pa samma sitt i praktiken, ha samma form for sin anvindning,

och dérmed konstituera samma symbol, d&ven om de utgor olika tecken.
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3.4 Forslag pa vidare lasning
Klassiska texter

Euklides: Elementa Bok V

Behandlar FEudoxos lara om proportioner for att handskas med inkommensurabla

storheter i geometrin.

Isaac Newton: Universal Arithmetick (1720, postumt utgiven, efter foreldsnings-

anteckningar)
Leonhard Euler: Introduction to the Analysis of the Infinite (1748)

Euler utnyttjar forstas den klassiska analysens aldre terminologi och talar om

"kvantiteter’, ’konstant kvantitet’, 'variabel kvantitet’, med mera.
Richard Dedekind: Essays on The Theory of Numbers (1872-88)
Hér introducerar Dedekind sin snittmetod

Georg Cantor: "Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigono-
metrischen Reihen” (1872)

Hér introducerar Cantor cauchyfoljdsmetoden
G.H.Hardy: A Course of Pure Mathematics (1st ed. 1908)
Gar igenom konstruktionen som dedekindsnitt

Bertrand Russel: Introduction to Mathematical Philosophy (1919)

Moderna laromedel

Persson & Béijers: Analys i en variabel (2010) och Analys i flera variabler (2005)
Ger en klargorande beskrivning av de reella talen i inledning och appendix.
Anders Vretblad: Algebra och geometri (2006)

Detta ar en utokad och reviderad utgava av den mindre “klassikern” Algebra och
kombinatorik. Denna bok innehaller en introduktion till metoden med Dedekind-
snitt i appendix. Ocksa en bra introduktion till méngdlara och grundldggande

formell logik.

Robert Stoll: Set Theory and Logic (1979)
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Denna innehaller en fullstdndig genomgang av Cantors cauchyfoljdskonstruktion
och ger en bra introducerande 6versikt till mangdléra, formell logik och det formella—
algebraiska séttet att ténka.

Matematikhistoria

Jan Thompson: Historiens matematik (1991)
Innehaller ocksa en genomgang av intervallinkapsling

Bo Géran Johansson: Matematikens historia (2013)

Filosofiska texter
Ett litet urval av filosofiska texter som gett impulser till egna filosofiska reflektioner
kring matematiken:

Soren Stenlund: The Origin of Symbolic Mathematics and the End of the Science
of Quantity. (2014)

Language and Philosophical Problems (1990)
Undersokningar i matematikens filosofi (1988)

Ray Monk: Geniets plikt. En biografi om Ludwig Wittgenstein. Detta ar den mest
utforliga biografin och betraktas som ett "standardverk” dven i akademiska kretsar.

Flera kapitel innehaller passager om Wittgensteins syn pa matematiken.
Ludwig Wittgenstein: Remarks on The Foundations of Mathematics
Lectures on The Foundations of Mathematics

Filosofiska undersékningar

Tractatus Logico—Philosophicus
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4 Lock/portar

Teorifragor och fragor till stod for minnet

F4. Vad innebér (det vi hér kallar) den newtonsk—cartesianska konceptionen om det
reella talet?

F5. (a) Vad ér principen for tallinjens (“tallinjalens”) konstruktion?

(b) Ar ett reellt tal samma sak som en striicka eller punkt pa en tallinje?

F6. (a) Vilket &r matematikens vidaste talbegrepp for bestdmning av kvantitet, i bety-

delsen storleken, antalet, magnituden hos en (fysikalisk) storhet?

(b) Vad menas med diskret respektive kontinuerlig kvantitet?

F7. (a) Hur lyder den typiska definitionen av rationellt tal?

(b) Kan alla rationella tal uttryckas som brak? Varfor da?

(c) Kan alla rationella tal uttryckas som decimaltal? Om nej, ge exempel.
(d) Ar alla decimaltal ocksa rationella tal?

F8. Vad menas med att tva (geometriska) storheter &r kommensurabla respektive inkom-

mensurabla? Kan du ge négot exempel?

F9. (a) Nar sdges ett reellt tal vara irrationellt?

(b) Ge tre exempel pa irrationella tal.

(c) Vad kan ségas om mojligheten att approximera irrationella tal?

(d) Hur méanga decimaler péa det irrationella talet m behévs som mest i nuvarande tek-

nologiska och naturvetenskapliga sammanhang?

F10. Hur kan foljande talméngder betecknas i matematiken:

(a) méngden av rationella tal?  (b) méngden av reella tal?

(c) méngden av irrationella tal?  (d) méngden av decimaltal (i den hér texten)?

F11. Ange delméngdsforhallandena mellan decimaltalen, de rationella talen och de reella

talen.
F12. (a) Ge exempel pa reella konstantsymboler respektive variabelsymboler.

(b) Ge nagra exempel pa egenskaper som skiljer sig mellan konstantsymboler och varia-

belsymboler.
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(c¢) Vad kan man siga om reella talsymboler 6verlag och mojligheten att uttrycka alter-

nativt approximera dem med brak?

F13. (a) Formulera det vi hér kallat for approximationsprincipen (eller —kriteriet).
(b) Hur kan den formuleras i termer av decimaltal?

F14. (a) Hur kan approximationsprincipen uttryckas i termer av ordningsrelationen?

(b) Vad menas med att en ordningsrelation ar linjar? Hur skulle linjériteten for de reella

talen kunna uttryckas i informella termer?

F15. (a) Hur forhaller sig talsymbol, narmevérde och felgrins (noggrannhet) till varand-

ra? Vad menas med en feluppskattning for ett reellt tal?

(b) Vad innebér det att en feluppskattning ar grovre dn/finare &n en annan?
F16. Skriv foljande pastdenden med matematisk notation:

(a) "Talet K ligger i intervallet mellan 0 och 1”

(b) "Talet K ligger inom ett avstand av 0,1 fran 77

(c) 74,51 &r ett ndrmevérde till K inom ett avstand av 0,02”

F17. Vad innebar skrivséatten?

(a) 1/3=0,333... (b)m=3,1415926... (c)1/10=0,1

F18. (a) Vilka &r skillnaderna och sambanden mellan begreppen decimaltal, decimalut-

veckling respektive reellt tal?

(b) Vad innebér det att ett reellt tal har en &dndlig respektive oéndlig decimalutveck-
ling?

(c) Implicerar en odndlig decimalutveckling alltid ett irrationellt tal?
(d) Vad kénnetecknar decimalutvecklingen till ett rationellt tal?

F19. Redogor for nagra viktiga samband, likheter och skillnader mellan matematikens

begrepp ’reellt tal’ och fysikens begrepp ’storhet’.

F20. Vad menas (i den hér texten) med arvsprincipen (—kriteriet) fér de reella ta-

len?

F21. (a) Vad innebér (l6st talat) utvidgningsprincipen (—kriteriet) for de reella ta-

len?

(b) Hur gor man for att rdkna med nagot av de fyra riknesétten, nar minst en term /faktor

ar en irrationell talsymbol?

F22. Vad innebér (hér i texten) approximationsregeln for kvadratrotter?
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F23. Ange likheter for uttrycken va - b samt +/a/b.

Ett urval av problem

P10. Berakna 7 + 6 till tre decimalers noggrannhet.
P11. Talet e &r 2,718 till tre decimalers noggrannhet.
(a) Ange en feluppskattning for talet e baserat pa den givna informationen.

(b) Skriv nidrmevéardet till e pa formen e = 2,718 £ ¢, dér felgrinsen € &r vald s liten

som mojligt givet informationen i uppgiften.
(c) Beriikna e med det givna niarmevirdet och goér en noggrann feluppskattning.

P12. Ett narmevérde till ett visst reellt tal a har berdknats till a = 7,82+ 0, 01. Bestdm
med rimlig feluppskattning:

(a) a++v2 (b) aVh

P13. Utveckla uttrycket: (a) (2+ )% (b) 4(z —3)% (c) (z+4)(z —7)

P14. Férenkla (dir a,b > 0): (a) v/72/6  (b) ¥ %b(j
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